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Plan

> Jour 1

1. Introduction, premiéres notions et premier TP
2. Modéles de covariance spatio-temporelle, avec exercice
3. Présentation: modélisation de la précipitation a fine échelle

> Jour 2
1. Estimation et TP estimation (ou J1, selon avancement)
2. Prédiction (et TP prédiction)
3. Méthode de simulation
4. Présentation: extension(s) au cadre multivarié
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Quiz

’ TIME
SPACE
EXISTENCE

FUTURE PRACTICE, PRACTICE FUTURE
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Estimation / Ajustement
©00000000000000

Estimation: plusieurs approches possibles

Paramétres 6 = (u, 02, as, ar, ...)

> Ajustement variogramme: variogramme empirique + Moindres Carrés Pondérés
(gstat, Rgeostats)

0=arg min S wig (v(hk, v 0) — Ahk, 1)
K.j
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Estimation / Ajustement
©00000000000000

Estimation: plusieurs approches possibles

Paramétres 6 = (u, 02, as, ar, ...)

> Ajustement variogramme: variogramme empirique + Moindres Carrés Pondérés
(gstat, Rgeostats)

0=arg min S wig (v(hk, v 0) — Ahk, 1)
K.j

» Maximum de vraisemblance :

Oy = arg mgaxf(@; z)

avec £(0;z) = gn(z; ny, Zp). Rarement utilisable en contexte ST.
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Estimation / Ajustement
©00000000000000

Estimation: plusieurs approches possibles

Paramétres 6 = (u, 02, as, ar, ...)

> Ajustement variogramme: variogramme empirique + Moindres Carrés Pondérés
(gstat, Rgeostats)

6 =arg min > wig (v(he, uji 0) — 5(h, u))?
K.j

> Maximum de vraisemblance :
Oy = arg mgaxf(@; z)

avec £(0;z) = gn(z; ny, Zp). Rarement utilisable en contexte ST.

» Maximum de Vraisemblance composite, e.g. vraisemblance de paires = Pairwise
Likelihood (PL) (Rgeostats, GeoModels)
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Estimation / Ajustement
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Rappels sur le Maximum de Vraisemblance

Soit (Yi,..., Yn) un échantillon i.i.d. d’'une variable aléatoire continue ayant pour
densité fp, 0 € ©
La vraisemblance de (Yi,..., Yn) est:

n
Ve, Yo 0) =T [ fa(Y9)
i=1
Il est souvent plus commode de travailler avec la log-vraisemblance:
n
L(Y1,..., Yn;0) =logI(Yy,..., Yai0) = log(fa(Y7))
i=1

Lestimateur du maximum de vraisemblance (EMV) de 6 est

9:arggﬂeaé</(y1,---,Yn;9):arggeagL(W---,Yn;G)
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Estimation / Ajustement
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Exercice

Soit (Y4, ..., Yn) un échantillon i.i.d. d’'une variable aléatoire ' (u, o2)
1. Ecrire la log-vraisemblance
2. Calculer FTEMV de p

3. compute 'EMV de o2
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Estimation / Ajustement
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Propriétés asymptotiques de 'EMV

»> Consistance (i.e. n z, 0) lorsque n — oo
> Normalité asymptotique

> Efficacité (atteint la limite inférieure de Cramer-Rao)
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Estimation / Ajustement
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EMV pour un champ Gaussien

Soit Y(s, t) une champ Gaussien spatio-temporel et Y = (Y(s1,t),..., Y(Sn, t))
caractérisé par une fonction de covariance Cy(h, u).
La vraisemblance de Y est alors:
1
1(6; Y) = (2) ="/ Cp| /2 exp (”llv - mnh)
2 Cg

ol A2 = ABA

LEMV de p et 6 sont
L, Om) = 1(6;Y) = L(6; Y
(Fime, Om) arg max (©:Y) arg max (6:Y)
ou
L(0:¥) =~ og(2m) — L 1og |Gyl — 2I¥ — u12
1Y) =——log(2m) — < lo — =Y — _
> g > g Lo > 1% 091
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Estimation / Ajustement
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Recherche du MV

> Optimisation non-linéaire sous contrainte (sur ©)
> Grid search

»> Descente de gradient
otk — glh) 4 gl g(k)

avec

> M*®) isam x mmatrix
> g — 2Ue2)

g = o—(k

> 2 exemples

2
> Newton-Raphson: M*) = (Bk))=1, BI(}.M = —7%(5&2 [

2
> Fisher scoring: M®) = (B®)~1, B = E[ %;gg loe e(k)]
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Estimation / Ajustement
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Problémes computationels

Lorsque n est grand, I'évaluation de L devient trés lourde :

n 1 1
L(o;Y) = -5 log(2) — 5 log |Co| — EHY - ,L1||ZCH,1

> stockage en O(r?)
> calculs en O(n®)
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Estimation / Ajustement
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Avantages et inconvénients de 'lEMV

Avantages

> Automatique; pas de paramétrisation potentiellement sensible (lags, distances,
etc.)

> Bonnes propriétés statistiques des estimateurs sous hypothése Gaussienne

Inconvénients
» Repose sur une hypothése Gaussienne
» Optimisation délicate si les paramétres sont nombreux; dépend des valeurs
initiales
» Calculs assez lourds
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Estimation / Ajustement
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Vraisemblance de paires (PL)

PL: Définition
PL(0;2) = [ [ f0.i1(2i 2)
iof
ou fy.; j(Zj, z) est 'une des densités liées a

(Y(si, 1), Y(s5, 1)) Y(si, ) | Y(sj, §); Y(si, ) — Y(sj, 1)

OpL = arg max PL(6;z)

» Colt de calcul réduit en n’utilisant que les paires "proches" en espace et en temps
(et réduit aussi parfois le biais)

> Bonnes propriétés (consistance, non biais), mais Var(épl_) < Var(f,)

> Attention ! Intervalles de confiance, tests d’hypothese
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Estimation / Ajustement
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Comparaison PL / FL sur simulations

Simulations qui miment les conditions des données climatiques en France
> Trois variables, 13 stations, 30 jours = 1170 valeurs, simulés par Cholesky
> 100 répétitions
> FL, PL

Pour chaque paramétre p, on calcule

_ 100 _
bsp = (6p — 0p);  sd5 = (6, — 0p)?/100; rmsep = 1/bs3 + sd3
j=1
Puis I'Efficacité Relative de FL comparé a PL:

rrep = rmseft/rmseft,

> rre > 0.65, sur la plupart des parametres
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Estimation / Ajustement
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Comparaison PL / FL sur simulations

Trois champs spatio-temporels avec méme covariance temporelle et différentes
covariances spatiales

oy =1 op = 1 og =1 /1 = 250 /1, = 200 T/r3 =350 |
WPL FL WPL FL WPL FL WPL FL WPL FL WPL FL
bs? (1075) 0.18 518 1.13 2.54 3.48 171 218.5 911.6 61.8 473.9 516.6 4539.3
sd? (10-9) 1.73 0.84 1.40 0.59 1.24 0.63 2300.0 856.1 11271 682.4 9629 6788.9
rmse 0.042 0.030 0.038 0.025 0.036 0.028 50.2 42.0 345 34.0 100.7 106.4
rre 0.72 0.66 0.79 0.84 0.99 1.06 ]
vy =07 vy = 0.8 v3 = 9.4 > =09 a=05 b=0.8
WPL FL WPL FL WPL FL WPL FL WPL FL WPL FL
bs? (1073) 2.63 3.48 1.75 6.30 0.60 2.95 0.132 2.82 0.001 0.018 1.000 27.0
sd? (1073) 9.71 4.30 13.1 8.95 3.81 1.82 1.4 4.70 5.08 0.699 52.7 19.4
rmse 0.111 0.088 0.122 0.123 0.066 0.069 0.107 0.087 0.071 0.027 0.232 0.215
rre 0.79 1.01 1.04 0.81 0.38 0.93
INRAZ tm g9/l
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Estimation / Ajustement
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Autres approches possibles

> Approximation aux plus proches voisins (Vecchia); pas encore disponible dans le
cadre ST

Approximations de rang faible (assez mauvais en estimation)
Tapering (idem)

SPDE
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Estimation / Ajustement
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Sélection de modéle

Encore plus crucial que dans le cas spatial, p.ex. : non-séparabilité (positive, nulle,
négative); vélocité; déplacement; ...

Plusieurs approches
» comparaison visuelle

> Critére AIC, CLIC (Composite Likelihood Information Criterion)

> validation croisée (cf plus tard)
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Estimation / Ajustement
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Messages principaux

> |l existe un grand nombre de fagons de passer d'un modéle S — ST; plusieurs
peuvent étre acceptables

> Estimer correctement la dépendance ST est cruciale pour la qualité de la
prédiction

> De plus en plus de choix dans les différents package R — Malheureusement, pas

encore RGeostats -((
A ce jour, GeoModels est le package le plus complet

» Lajustement visuel des fonctions de covariance (via leur variogrammes souvent)
est une tache difficile = méthodes automatiques d’estimation des paramétres

> Ajustement semi-automatique par optimisation d’un critére (MCP, PL, ...): vérifier
la qualité de I'optimisation; initialiser I'optimisateur a des valeurs différentes;

> Toujours vérifier que le modele estimé est cohérent avec les données

INRAZ Bisn g9/l
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Estimation / Ajustement

0000000000000 0e

TP - séquence 2

> Ajuster les covariances (ou les variogrammes) spatio-temporels
> Représenter des variogrammes théoriques spatio-temporels
» Utilisation de GeoModels

GeoVariogram
GeoFit

GeoCV
GeoKrig

\AAA
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Krigeage
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Rappel sur le krigeage

On suppose qu’on connait la fonction de covariance C(h, u)

Krigeage = Best Linear Unbiased Predictor

Z*(s0,00) = D AakZ(Sa,t)

(Sast)
avec (Sp, fy) # (Sa, tk); VSa, Vik
Spatial Temporal
;‘, o A . ;‘, o .
s -4 . o .
T T T T T T T T T T T T T
0 1 2 3 4 5 6 0 1 2 3 4 5 6
Spatial Spatial
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Krigeage
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Rappel sur le krigeage
On suppose qu’on connait la fonction de covariance C(h, u)
Krigeage = Best Linear Unbiased Predictor

Z*(s0,00) = Y AakZ(Sa,t)

(Savst)

On note: C = Var(Z) et Co = Cov(Z(so, fp), Z)

Non biais et Var(Z*(sp, ty) — Z(So, ty)) minimum:
> Krigeage simple (espérance nulle)

Z*(So, to) = COTC_1Z

> Krigeage avec dérives fi(s,t), ..., fp(s,t)

.
Z*(s0,10) = (Co+ F(FTC'F)~"(fo —~ F'C'Co)) €2
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Krigeage
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Complexité krigeage

Krigeage simple
Z*(s0, ) =C, C~'Z

Lorsque ng x nt est grand (ca arrive vite !), inverser C devient impossible

> Voisinages glissants: taille? régles de définition? Voisinages petits pour que cela
soit utile = discontinuités

> "tapering" = on remplace C(h, u) par C(h, u) x Cy(h, u) ou Cy(h, u) est une
fonction de covariance a support compact puis utilisation de méthodes d’inversion
utilisant les matrices creuses

> Modéles "low rank" = on remplace C par une matrice de rang faible, m, fixé par
I'utilisateur.

» SPDE

INRAZ Bisn g9/l
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Krigeage
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Validation et scores de prédiction

Validation
> Régle générale: estimer des données retirées du jeu analysé puis comparer a la
vraie valeur
> Validation externe: diviser le jeu de données en deux parties (pas forcément
50/50). Selon quel schéma ? Supprimer des dates / des séries ???
» Validation croisée: supprimer une donnée / une série
Scores
> Erreur quadratique

MAE—li\Z*—Z-\- MSE—li(Z*—Z-)E- NMSE—li z -2\’
_nl.:1’ ' T n rese T n *
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Krigeage
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Comparaison PL/FL sur simulations

Méme modéles que ceux utilisés pour la comparaison en termes d’estimation des
parametres

PL FL
RMSE MAE MSE MAE
Sep 0.490 0.389 0.484 0.383
Non-sep 0.485 0.383 0.484 0.383

INRAZ Bisn g9/l

24/47



Krigeage
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TP - séquence 3

> Faire le krigeage pour I'une des variables climatiques
> Faire une validation croisée
» Utilisation de GeoModels

GeoVariogram
GeoFit

GeoCV
GeoKrig

\AAA
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Simulation
0000

Simuler un champ ST de la classe de Gneiting

Classe de Gneiting

C(h,u) = L hi®
T G+ 127\ A+ 1

ol ¢ est une fonction complétement monotone et v est un variogramme non borné. On
pose: ¢(0) = 1 et (0) =1

» Cholesky si n < 10000
> Méthodes spectrales ? Bandes tournantes ?
Allard, D. Emery X., Lacaux, C., Lantuéjoul, C. (2020) Simulating space-time random

fields with nonseparable Gneiting-type covariance functions. Statistics and Computing,
30(5): 1479-1495
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Simulation pectrale e par substitution

[o] lele)

Classe de Gneiting

Classe de Gneiting

C(h,u) = L hp®
T ey + 10327\ () +1

Composante spatiale

Sous hypothese d’isotropie
2
Csth) = e([Ihl[®) = | &~ MFu(ar) == [ Calhiru(an
R+ R+

ou Cg(h; r) est une fonction de covariance Gaussienne de paramétre d’échelle 1/r
Composante temporelle

Cr(u) = (v(u) +1)/2
> Pour que Cr(u) — 0 il faut et il suffit que y(u) — oo
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Simulation
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Pour résumer

> Classe de Gneiting

C(h,u) = ! hi®
T G + 19727 \ A(w) + 1

> Mélange de Gaussienne pour la composante spatiale
> Variograme non borné pour la composante temporelle

»> Pas d’expression analytique connue pour la Transformée de Fourier ST

INRAZ Bisn g9/l
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Simulation
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Simulations des champs spatiaux ou spatio-temporels

Méthodes pour simuler en des points pré-determinés
> Cholesky: limité a N petit ou modéré
> Simulation séquentielle: universelle, mais lente et approximative
» Circular embedding matrices: grille réguliére, effets de bords et limité a N = 2K

Méthodes pour simuler en tout point de R? x R
»> Bandes Spectrales

INRAZ Bisn g9/l
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Approche spectrale
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Approche spectrale

Méthode spectrale (basique)

Simuler un champ Gaussien Z(x) ayant pour covariance C(h), et mesure spectrale
associée F

1. Choisir p grand (p.ex. 5000)
2. Tirer Q; ~ F et ®; ~ U(0,27),avecj=1,...,p

3. En tout point x, calculer
x) = \/72@5 (( ) ,

Convergence to a Gaussian Random Field is achieved as p — oo thanks to the Central
Limit Theorem

INRAZ Bisn g9/l
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Approche spectrale
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Approche spectrale générique pour une covariance ST

Idée générale
Pour (x, t) € R x R,

—21n(
Z(x, 1) _Z . Uf cos ((2F,%) + 9t + 0

> (QF, QJ.T) ~ F, est la mesure spectrale jointe

> U; ~U(0,1) sert & obtenir une marginale Gaussienne, et donc a accélérer la
convergence du TCL

> Méme si F(w, T) n'est pas connue explicitement, il est possible de simuler le

vecteur de fréquence spatio-temporelle (2%, QT)

INRAZ Bisn g9/l
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Simulation Approche spectrale Ar e par substitution Discu:
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Approche spectrale pour la classe de Gneiting
La fonction ¢ étant une fonction c.m., d’aprés le théoreme de Schoenberg:

R 2
— —rX’ d
o) = [ e uian)
Covariance de la classe de Gneiting

Clh, u) = /Ooo C(h, u | u(ar)

avec

Cthul )= —— e [——E
R CTO RS AR e
Mesure spectrale associée

Fe) = /0oo F(w, ™ | Nu(ar)

avec
Flw,m[r)=Fs(w [rFr(r|w,r)
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Approche spectrale ar substitutior
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Approche spectrale générique pour une covariance ST
Fs(w 1)
En posantu=0,0ona

1 wl?
Cs(h | r) =exp (—r\h\Z) ;donc fg(w|r) = @i exp (‘b)

Fr(t |w,r)

Soit Q7 (w, r) ~ Fr(7 | w, r). Alors on peut montrer que sa fonction caractéristique est
E [V 20| = exp (—Jw|y(u)/4r)

= Algorithme de simulation pour générer Qr(w, r):
> Algorithme générique utilisant un processus de points inhomogeéne (non détaillé
ici)
> Algorithme spécifique pour chaque famille paramétrique de ~(u), cf ci-dessous
pour un exemple
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Approche spectrale
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Algorithme général

Algorithm 1 Simulation spectrale d’'un champs aléatoire Gaussien avec une covariance
ST de la classe de Gneiting

Require: d and p
Require: p,~
1. forj=1topdo
2. Simuler R; ~ p;
Simuler (27 | ;) ~ vV2RN4(0,15);
Simuler (QJT | @3, R;) ~ Fr (avec un algorithme générique ou spécifique);
Simuler ®; ~ 1(0, 27);
Simuler U; ~ U(0,1);
7: end for
8: Pour tout (x, ) € RY x R calculer et retourner

P
Z(x, t) Z\/fZIn(U] /p cos(( X>+QI-TI+¢’/-)
j=1

Q9 H W
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Approche spectrale
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Illustration

» Modele utilisé pour I'analyse du "lrish wind dataset" (Gneiting, 2002)
| 4
() = (1 +alu|*)? -
aveca>0,0<a<2,0<pB8<,
» Donc Cr(u) = (1 + alu|™)~# appartient & la classe dite de Cauchy
» Dans ce cas spécifique,

E [eiuQT(w,r)] — exp (_/\[(1 + alu|*)? — 11) . A= |wl|?/4r

> Qr(w,r) estun mélange de lois stables (Allard et al., 2020)

Algorithm 2 Simuler Q7(w | r) avec une covariance temporelle de Cauchy

Require: a>0,0<a<2 0< <1, x= 19 '
1: Simuler S ~ ST(8, ,\1/6),
2: Simuler T ~ S(a);
3: Retourner Q7 (w, r) = T (Sar!/#)1/«,

INRAQ Bisn &9/l
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Simulation Approche spectrale he par substitution
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Illustration

Réalisation d’un champ aléatoire spatio-temporel avec une covariance appartenant a
la classe de Gneiting

C(h, u) = (1 + |ul)~"/2 exp(~0.01 |2 (1 +u))~"/2)

» » »
4 e . a
.
.
. .
® 1
. . .
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Approche spectrale
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Illustration

Method: Spectral Method: Spectral

th, u)
6
“(h, u)
]

50 réalisations sur un domaine 100 x 100 x 100 dans R? x R; discrétisation spatiale
1 x 1; pas de temps 0.2. Gauche: u = 0 (noire), u = 0.2 (rouge) and u = 1.6 (bleu).
Droite: h = (0, 0) (noir), h = (6, 6) (rouge) et h = (10, 10) (bleu).
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Approche par substitution
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Approche par substitution: motivation

Simuler Q7 (sw, r) peut étre assez pénible:

> Soit utiliser une algorithme générique (mais c’est un algorithme approché)

» Qu alors un algorithme taillé sur mesure pour chaque famille paramétrique ~(u).
Peut-on faire autrement ?

= Simuler une fonction aléatoire W(t) ayant pour variogramme ~(u) et insérer W(t)
dans I'approche spectrale pour la dimensions spatiale.

INRAZ Bisn g9/l
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Approche par substitution
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Approche par substitution

Posons .
= — n Cos ) H
Z(x,t) = /—2In(U) <\/2T?<sz,x> + \/éwu)+q>>

ou
> U~ U(0,1),
> R~p,
> 2~ NK(0, 1),
> W(t) ~ GP(v(u))
> &~ U(0,2r),
tous indépendants. Alors,
Cov(Z(x,t), Z(x+ h,t+ u)) = C(h,u)

Preuve basée sur des arguments trigonométriques habituels.

INRAZ Bisn g9/l
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Approche par substitution
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Algorithm

Algorithm 3 Algorithme par substitution

Require: u et~y (u)
Require: p
1: forj=1topdo
2:  Simuler Rj ~ p;
Simuler Q ~ Nk(0,1x);
Simuler d>j ~ U(0,27);
Simuler U; ~ U(0,1);
Simuler un processus indépendant avec accroissements Gaussiens, ayant pour
variogramme ~(u).
7: end for
8: Pour tout (x, t) € RY x R calculer et retourner

o9 Aw

p

2(x,)=>" —2in( U’ <,/2R,(ﬂ,-,x>+ \S/ZéWj(t)+¢j>
j=1

INRAZ Bisn g9/l
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Simulation ) Approche par substitution
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Illustration

Réalisation d’'un champ aléatoire spatio-temporel avec une covariance appartenant a
la classe de Gneiting

Clh,u) = (1 + u]) /2 exp(~0.01 f? (1 + |u))~"/2)
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Approche par substitution
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Illustration

Method: Spectral Method: Spectral

th, u)
6
“(h, u)
]

50 réalisations sur un domaine 100 x 100 x 100 dans R? x R; discrétisation spatiale
1 x 1; pas de temps 0.2. Gauche: u = 0 (noire), u = 0.2 (rouge) and u = 1.6 (bleu).
Droite: h = (0, 0) (noir), h = (6, 6) (rouge) et h = (10, 10) (bleu).
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ar substitution Discussion
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Spectral vs. Substitution
La simulation dans I'espace est identique

F(dw,d7 | r) = Fg(dw | r)Fr(d7 | dw,r)
avec R ~ p et Q5(R) ~ Ny(0, 1)

La simulation dans le temps est différente
» Approche spectrale : simuler Q7, puis projeter
cos (4 /2Hj<Q]$,x> + QI-TI + @)

> Approche par substitution : simuler W(t) ~ GP(0,v(u)), puis projeter

<\/2R/<ﬁ,-,x> +Swo + ¢,.>

+/ La densité spectral temporelle n’a pas besoin d’étre connue

+/ La simulation de W(t) peut se faire par Cholesky (rarement besoin de plus de
10000 pas de temps).
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Discussion
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Illustration

Method: Spectral

Method: Spectral

0 5 10 15 2
Method: Substitution

n

290/11

P département

N
< MathNum
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Discussion
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En résumé

» Approches de type spectrales

» Colts fixes faibles, puis temps proportionnel au nombre de points de simulation
> Nécessite peu de mémoire

> Plus v est faible, plus p doit étre élevé (ici p = 5000)

>

Extension vers les covariances non-stationnaires en utilisant I'’échantillonnage
d’'importance (importance sampling)
> Extensions possibles vers

P> Spheéres x Time
> Modéles spatio-temporels multivariés
» Construction de "type Gneiting", plus générales

INRAZ Bisn g9/l
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