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Modèles de réaction-di↵usion pour l’écologie spatiale

Dans ce chapitre, nous nous intéressons à la détermination et à l’estimation
de coe�cients spatialement hétérogènes de modèles de réaction-di↵usion, tels
que ceux étudiés dans les précédents chapitres, à partir d’observations des
solutions de ces modèles. Nous distinguons volontairement la détermination
de l’estimation d’un coe�cient. Dans ce qui suit, nous dirons qu’un coe�cient
est déterminé par l’observation si c’est l’unique coe�cient pouvant conduire à
l’observation. L’estimation d’un coe�cient consiste en la recherche e↵ective, à
partir de l’observation, du coe�cient le plus vraisemblable.
Dans la première partie de ce chapitre (Section 1), nous présentons la notion de
problème inverse et nous donnons un résultat de détermination d’un coe�cient
hétérogène dans une équation de réaction-di↵usion du type Fisher-KPP. La
détermination de ce coe�cient repose sur l’utilisation d’observations idéales,
c’est-à-dire non bruitées.
Dans la deuxième partie de ce chapitre (Section 2), nous présentons des ap-
proches dites “mécanistico-statistiques”. Ces approches combinent un modèle
statistique pour le processus d’observation avec un modèle d’EDO ou d’EDP
pour le processus dynamique envisagé. Elles permettent d’estimer les coe�-
cients de ces modèles à partir de données incertaines et partielles.

1 Détermination de coe�cients à partir
de données exactes

Nous nous intéressons à des équations de réaction-di↵usion du même type
que celles considérées dans les Chapitres III et IV, posées cette fois sur un
intervalle borné ]a, b[ de R, et avec un terme de réaction hétérogène du type
Fisher-KPP :

8
>>>>>>>><

>>>>>>>>:

@u

@t
= D

@2u

@x2
+ u(r(x)� �(x)u), t � 0, x 2 ]a, b[,

↵u(t, a)� �
@u

@x
(t, a) = 0, t � 0,

↵u(t, b) + �
@u

@x
(t, b) = 0, t � 0,

u(0, x) = u
0

(x) > 0, x 2 ]a, b[.

(Pr)

Comme dans le Chapitre III, nous supposons que le coe�cient de di↵usion
D > 0 est constant, que le taux de croissance intrinsèque r(x) et le terme de
compétition �(x) sont des fonctions lipschitziennes sur [a, b] et que �(x) > 0
sur [a, b]. Nous supposons que

(↵ = 1 et � = 0) ou (↵ = 0 et � = 1).

Le premier cas correspond à une condition de Dirichlet et le second à une condi-
tion de Neumann. La condition initiale est supposée régulière (dans C2,⌘([a, b]))
et vérifie les conditions de compatibilité du Théorème 4 du Chapitre III.
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Comme nous l’avons vu dans les Chapitres III et IV, le comportement de la
solution de cette équation dépend de la forme précise des coe�cients. L’utili-
sation de cette équation à des fins de modélisation nécessite donc une connais-
sance précise de ses coe�cients. En pratique, les coe�cients correspondent aux
e↵ets croisés de plusieurs facteurs, et peuvent rarement être observés. Ils sont
généralement estimés en utilisant des observations de la solution u(t, x).
Nous nous intéressons ici à la détermination du taux de croissance intrinsèque
r(x). Nous supposons que les autres coe�cients D et �(x) et que la donnée
initiale sont connus. Nous l’avons vu dans le Chapitre III, àD fixé, le coe�cient
r(x) contrôle la persistance ou l’extinction de la population modélisée par le
système (Pr). Si u(t, x) est observé en tout temps t � 0 et en tout point x
de [a, b], il est aisé de déterminer r(x). En pratique, l’observation U de u(t, x)
est généralement e↵ectuée sur un sous-domaine de [0,1[⇥[a, b]. Avec une telle
observation se pose la question de l’unicité du coe�cient r(x) pouvant conduire
à l’observation U . Cette question correspond à un problème inverse.

Remarque 8 La notion de problème inverse Soit P✓ une famille d’EDP
paramétrées par ✓ (une constante, une fonction, un vecteur de fonctions...).
Si, pour chaque valeur du paramètre ✓, le problème direct P✓ est bien posé,
alors il existe une unique solution u✓(t, x) (t � 0, x 2 ⌦). Etant donnée une
fonction v(t, x) définie sur un sous-ensembleQ de [0,1[⇥⌦, le problème inverse
consiste à trouver ✓ tel que u✓(t, x) = v(t, x) dans Q. Se pose alors la question
de l’existence d’un tel paramètre ✓ et de son unicité. Dans cette section, nous
considérons le cas où la fonction v correspond à une observation de la solution
u✓. L’existence d’une solution au problème inverse est alors évidente. Reste à
démontrer l’unicité de la solution du problème inverse, en tâchant d’utiliser
un ensemble d’observation Q aussi réduit que possible.

Observation. Nous supposons que la solution u de (Pr) ainsi que sa dérivée
spatiale sont observées en un certain point x

0

2 ]a, b[ et pendant un certain
intervalle de temps [0, "[. Ainsi, l’ensemble des observations est de la forme :

U [u] = {u(t, x
0

), @u/@x(t, x
0

), t 2 [0, "[}. (VI.1)

Pour deux fonctions u et ũ, nous dirons que U [u] = U [ũ] si et seulement si
u(t, x

0

) = ũ(t, x
0

) et @u/@x(t, x
0

) = @ũ/@x(t, x
0

) pour tout t 2 [0, "[. Nous
allons voir par la suite que, sous certaines hypothèses sur le coe�cient r(x),
l’observation U [u] est su�sante pour déterminer r(x) sur tout l’intervalle [a, b].
Dans le cas d’une condition de Neumann (↵ = 0 et � = 1) et si u

0

> 0 sur
[a, b], on peut également supposer que x

0

= a ou x
0

= b.

Hypothèses complémentaires. Nous supposons que le taux de croissance
intrinsèque r(x) appartient à l’espace M défini par :

M := { lipschitz. sur [a, b] |  est analytique par morceaux dans ]a, b[},
(VI.2)
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Une fonction  est dite analytique par morceaux s’il existe m > 0 et une suite
croissante (j)1jm telle que 

1

= a, m = b, et

pour tout x 2 ]a, b[,  (x) =
m�1X

j=1

1
[

j

,
j+1[

(x)'j(x),

pour des fonctions analytiques 'j , définies sur les intervalles [j ,j+1

], et où
1
[

j

,
j+1[

désignent les fonctions caractéristiques des intervalles [j ,j+1

[ pour
j = 1, . . . ,m� 1.

Remarque 9 Notons que l’hypothèse de régularité rk 2 M n’est pas très
restrictive. L’espace M contient par exemple l’ensemble des fonctions a�nes
par morceaux. Dans la preuve du Théorème 24, l’hypothèse r, r̃ 2 M permet
d’éviter que l’ensemble des zéros de r� r̃ n’admette de points d’accumulation.

Résultats. Le résultat suivant démontre que l’observation U [u] permet de
déterminer de façon unique le coe�cient r(x).

Théorème 24 Soit r̃ 2 M et ũ la solution de (Pr̃).
Supposons que U [u] = U [ũ]. Alors r⌘ r̃ sur [a, b].

Un corollaire immédiat du Théorème 24 montre que, pour tout sous-domaine
! ⇢ ]a, b[ de mesure non nulle, il existe un unique coe�cient r 2 M associé
à une observation de la solution u du problème (Pr) sur [0, "[⇥! (sans obser-
vation de la dérivée spatiale). Ainsi, l’information contenue dans la solution u
sur un sous-ensemble aussi petit que l’on veut est su�sante pour déterminer
de façon unique le coe�cient r(x) dans tout le domaine ]a, b[. Notons que si
r(x) est déterminé dans ]a, b[, alors par unicité de la solution du problème
direct (Pr), u est également déterminé de façon unique, pour tout t � 0 et
x 2 [a, b]. Bien que ce résultat suppose que la donnée initiale u

0

(x) soit connue
sur [a, b], il parâıt important de souligner que la donnée initiale ne contient
aucune information sur le coe�cient à déterminer.

Preuve du Théorème 24. La preuve de ce résultat est essentiellement basée
sur une utilisation astucieuse du principe de comparaison et du lemme de
Hopf parabolique. L’hypothèse d’analyticité par morceaux (voir Remarque 9)
intervient également de façon cruciale.
Commençons par poser U := u� ũ et m(x) = r(x)� r̃(x). La fonction U vérifie
une équation linéaire :

@U

@t
�D

@2U

@x2
+ c(t, x)U = m(x)u, t � 0, x 2 ]a, b[, (VI.3)

où c(t, x) est une fonction continue en t et lipschitzienne en x sur R
+

⇥ [a, b].
La fonction U est quant à elle dans C2

1

(R
+

⇥ [a, b]) (voir la Section 2.3 du
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Chapitre III) et vérifie U(0, x) ⌘ 0 sur [a, b] et, comme U [u] = U [ũ], on a :

U(t, x
0

) = 0, t 2 [0, "[, (VI.4)

et
@U

@x
(t, x

0

) = 0, t 2 [0, "[. (VI.5)

La condition (VI.4) implique que
@U

@t
(t, x

0

) = 0 pour tout t 2 [0, "[. En se

plaçant en x = x
0

et en passant à la limite t ! 0 dans l’équation (VI.3), nous
obtenons donc que m(x

0

)u
0

(x
0

) = 0. L’hypothèse faite sur u
0

implique que
m(x

0

) = 0. Montrons maintenant cette égalité en tout point x 2 [a, b]. A cette
fin, nous définissons

b
1

:= sup{x 2 [x
0

, b] | m a un signe constant sur [x
0

, x]}.

Par “signe constant”, nous entendons que m � 0 sur [x
0

, x] ou m  0 sur
[x

0

, x]. Ainsi, quatre alternatives se présentent :

- (i) m = 0 sur [x
0

, b
1

] et b
1

< b ;

- (ii) m � 0 sur [x
0

, b
1

] et il existe x
1

2 ]x
0

, b
1

[ tel que m(x
1

) > 0 ;

- (iii) m  0 sur [x
0

, b
1

] et il existe x
1

2 ]x
0

, b
1

[ tel que m(x
1

) < 0 ;

- (iv) m = 0 sur [x
0

, b
1

] et b
1

= b.
Nous allons démontrer que les alternatives (i), (ii) et (iii) conduisent à une
contradiction.

Supposons que (i) est vérifiée. Rappelons que r et r̃ sont dans l’ensembleM des
fonctions analytiques par morceaux. La di↵érencem = r�r̃ est donc également
dans M. Par définition de b

1

, il existe une suite décroissante yk ! b
1

, yk > b
1

,
telle que |m(yk)| > 0 pour tout k � 0. Supposons qu’il existe k

0

tel que
|m(x)| > 0 pour tout x 2 ]b

1

, yk0 [. Dans ce cas m(x) a un signe constant sur
[x

0

, yk0 ], ce qui contredit la définition de b
1

. Ainsi,

pour tout k, il existe zk 2 ]b
1

, yk[ tel que m(zk) = 0, (VI.6)

ce qui contredit l’hypothèse m 2 M, l’ensemble {x 2 ]a, b[ | m(x) = 0} ne
pouvant avoir qu’un nombre fini de composantes connexes. L’alternative (i)
peut donc être rejetée.

Supposons maintenant que (ii) est vérifiée. En se plaçant en x = x
1

et en
passant à la limite t ! 0 dans l’équation (VI.3), nous obtenons

@U/@t (0, x
1

) = m(x
1

)u
0

(x
1

) > 0.

Ainsi, pour "
1

> 0 assez petit, U(t, x
1

) > 0 pour tout t 2 ]0, "
1

]. Comme u
0

est supposée strictement positive dans ]a, b[ ([a, b] dans le cas Neumann), la
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continuité de u implique que u(t, x) > 0 dans [0, "
1

] ⇥ [x
0

, x
1

] (pour "
1

> 0
assez petit). Avec l’hypothèse (ii), nous avons donc m(x)u(t, x) � 0 dans
[0, "

1

]⇥ [x
0

, x
1

]. Par conséquent, U vérifie le problème :

8
>><

>>:

@U

@t
�D

@2U

@x2
+ c(t, x)U � 0, t 2 ]0, "

1

], x 2 ]x
0

, x
1

[,

U(t, x
0

) = 0 et U(t, x
1

) > 0, t 2 ]0, "
1

],
U(0, x) = 0, x 2 ]x

0

, x
1

[.

(VI.7)

Le Théorème 3 du Chapitre III, avec u = 0 et u = U implique que U > 0 ou
U ⌘ 0 dans ]0, "

1

]⇥]x
0

, x
1

[. La condition au bord U(t, x
1

) > 0 et la continuité
de U impliquent que U 6⌘ 0. Ainsi, on a U(t, x) > 0 pour tout t 2 ]0, "

1

] et x 2
]x

0

, x
1

[. Appliquons maintenant le lemme de Hopf parabolique (Théorème 7,
Chapitre III) à U en x

0

. Nous obtenons que nécessairement

@U

@x
(t, x

0

) > 0, t 2 ]0, "
1

].

Cette dernière inégalité contredit l’égalité (VI.5). L’alternative (ii) peut donc
également être rejetée. L’alternative (iii) se traite de la même façon, en rem-
plaçant U par �U.

La seule alternative possible est donc la (iv), qui implique que m ⌘ 0 sur
[x

0

, b]. En posant

a
1

:= inf{x 2 [a, x
0

] | m a un signe constant sur [x, x
0

]},

le même raisonnement que ci-dessus montre que a
1

= a et m ⌘ 0 sur [a, x
0

].
Finalement, m ⌘ 0 sur [a, b], ce qui prouve que r ⌘ r̃ sur [a, b].

⇤

Il semble di�cile d’obtenir un tel résultat de détermination du coe�cient r(x)
à partir d’un ensemble d’observation plus petit que celui utilisé ici. Ainsi, le
coe�cient r(x) n’est en général pas uniquement déterminé par la seule obser-
vation de u(t, x

0

) si la dérivée spatiale @u/@x(t, x
0

) n’est pas connue. Nous
avons en e↵et le contre-exemple suivant.

Proposition 3 Supposons que u
0

est symétrique par rapport au point
x = (a+ b)/2. Soit r 2 M et r̃ défini par r̃(x) = r(b� (x� a)) pour x 2 [a, b].

Alors les solutions u et ũ de (Pr) et (Pr̃) cöıncident en x
0

=
a+ b

2
pour tout

t � 0.

Preuve de la Proposition 3. Nous pouvons observer que ũ(t, b � (x � a)) est
une solution de (Pr). Ainsi, par unicité de la solution au problème (Pr) (voir
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Section 2.3 du Chapitre II), nous avons :

u(t, x) = ũ(t, b� (x� a)), pour tout t � 0 et x 2 [a, b].

Ainsi, u

✓
t,
a+ b

2

◆
= ũ

✓
t,
a+ b

2

◆
pour tout t � 0.

⇤

2 Estimation des coe�cients d’EDO et EDP
à partir d’observations bruitées

Les résultats de détermination de coe�cients de la section précédente sont
obtenus dans un cadre où les observations sont exactes. Bien que ces obser-
vations soient censurées en espace (i.e., e↵ectuées sur un sous-domaine du
domaine d’étude), ce cadre peut être qualifié d’idéal. En pratique, comme
nous le verrons dans les deux exemples traités dans cette section, les données
collectées sont souvent incertaines et le processus observé peut être di↵érent
de la solution du modèle dont on cherche à estimer les coe�cients. L’approche
mécanistico-statistique, présentée dans les sections qui suivent, permet de ré-
pondre à ces di�cultés.

2.1 La modélisation et la statistique

La statistique permet d’inférer les composantes inconnues des modèles sto-
chastiques. Le caractère stochastique du modèle peut être dû au modèle de
la dynamique et/ou au modèle du processus d’observation. Dans les cas qui
nous intéressent ici, le modèle dynamique est un modèle d’EDO ou d’EDP.
Il n’est donc pas stochastique. En revanche, le processus d’observation est
stochastique (les observations sont bruitées). Ainsi, le modèle résultant, qui
intègre la dynamique et l’observation, est stochastique.
L’approche de modélisation qui est adoptée ici est parfois appelée modélisation
physico-statistique ou mécanistico-statistique : il s’agit d’adosser un modèle du
processus d’observation à un modèle mécaniste du phénomène étudié. Dans
cette approche, le modèle concilie (i) une vision mécaniste du phénomène étu-
dié et (ii) des données représentant ce phénomène. En statistique, on appelle
ce type de modèle un modèle à espace d’état.
Dans un cadre général, les inconnues des modèles mécanistico-statistiques,
notées ✓, sont des paramètres ou des fonctions qui interviennent dans l’écriture
du modèle, noté P✓, et qui sont supposées être dans un espace ⇥ qui ne se
réduit pas à un unique point. De manière informelle, inférer les inconnues
du modèle à partir de données consiste à évaluer sous quels ✓

0

2 ⇥ ont été
possiblement obtenues les données sachant que le modèle qui les a générées est
contenu dans la classe {P✓ : ✓ 2 ⇥}.
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2.2 L’estimation bayésienne des inconnues

L’approche bayésienne pour l’estimation de paramètres consiste :

- à considérer que les paramètres inconnus sont des variables aléatoires ;

- à spécifier une distribution a priori (avant l’observation des données) pour
ces paramètres à l’aide de la connaissance d’experts ;

- et à calculer la distribution a posteriori des paramètres qui combine l’infor-
mation a priori et l’information apportée par les données.

La distribution a posteriori des paramètres peut ensuite être utilisée pour
donner des estimations ponctuelles des paramètres (ex. : mode a posteriori,
médiane a posteriori), pour donner des intervalles de crédibilité, pour faire
des tests de dépassement de seuil et pour donner tout autre résumé statistique
caractérisant les paramètres.
Pour les besoins de ce chapitre, nous devons montrer comment les paramè-
tres d’un modèle non linéaire généralisé peuvent être estimés via l’approche
bayésienne.

Définition 8 Un modèle non linéaire généralisé relie une variable réponse
Y 2 R à un vecteur de variables explicatives X 2 Rd (d 2 N) de la manière
suivante :

Y | X ⇠ L{⌘(X,�), ⌧},

où L(µ, ⌧) est une loi de la famille exponentielle paramétrée par un paramètre
de position µ 2 R et par un paramètre complémentaire ⌧ 2 R

+

(ex. : un para-
mètre de forme ou un paramètre de sur-dispersion), et ⌘ : (X,�) 7! ⌘(X,�) est
une fonction non linéaire en les composantes du vecteur de paramètres � 2 Rd.

La notation Y | X, qui se lit “Y sachant X”, sert à indiquer que l’on s’intéresse
à la distribution de Y conditionnellement à la valeur de X. Ainsi, l’expression
mathématique Y | X ⇠ L{⌘(X,�), ⌧} signifie “Y sachant X suit une loi L
paramétrée par ⌘(X,�) et ⌧”.
La famille des lois exponentielles inclut la plupart des lois usuelles compor-
tant un ou deux paramètres : en particulier les lois exponentielle, gaussienne,
gaussienne inverse, Gamma, Poisson, binomiale et beta-binomiale.
L’objectif est ici d’inférer le vecteur de paramètres ✓ = (�, ⌧) à partir d’obser-
vations répétées et indépendantes de (X,Y ), c’est-à-dire à partir d’un échan-
tillon (x,y) = {(xi, yi) : i = 1, . . . , I} (dans toute la Section 2, on utilise des
lettres capitales pour désigner les variables aléatoires, et des lettres minuscules
pour désigner des réalisations de ces variables aléatoires). Dans l’approche
bayésienne, inférer le vecteur de paramètres ✓ revient à calculer la distribution
✓ | (x,y) du vecteur de paramètres sachant les données (x,y).
Notons ⇡ : Rd+1 ! R

+

, ✓ 7! ⇡(✓) la distribution jointe a priori des paramètres.
Notons f : y 7! f(y;µ, ⌧) la distribution associée à la loi L(µ, ⌧) paramétrée
par µ et ⌧ ; f est une densité de probabilité si le support de L est continu et
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une distribution de probabilité si le support de L est discret. La distribution
conditionnelle p(y | ✓,x) des données y sachant les paramètres et les variables
explicatives x cöıncide avec la vraisemblance du modèle et vérifie :

p(y | ✓,x) =
IY

i=1

f{yi; ⌘(xi,�), ⌧}.

L’écriture de la vraisemblance sous la forme d’un produit est possible car les
réponses yi, conditionnellement aux xi, sont supposées indépendantes.

Proposition 4 En supposant que les variables explicatives x seules n’appor-
tent pas d’information sur les paramètres ✓, la distribution a posteriori de ✓
vérifie l’expression suivante pour le modèle non linéaire généralisé :

p(✓ | x,y) = p(y | ✓,x)⇡(✓)
p(y | x)

=

✓QI
i=1

f{yi; ⌘(xi,�), ⌧}
◆
⇡(✓)

Z

Rd+1

✓ IY

i=1

f{yi; ⌘(xi,�0), ⌧ 0}
◆
d⇡{(�0, ⌧ 0)}

,

où l’intégrale au dénominateur est une intégrale par rapport à la distribution
a priori des paramètres.

Cette proposition est directement obtenue en appliquant le théorème de Bayes.

La possibilité de calculer la distribution a posteriori jointe des paramètres
permet notamment de donner des estimations ponctuelles des paramètres (ex. :
modes a posteriori et médianes a posteriori) et des indicateurs de l’incertitude
de l’estimation (ex. : intervalles ou ellipsöıdes de crédibilité, écarts-types a
posteriori).
Pour des modèles complexes, il n’est pas possible de calculer de manière expli-
cite la distribution a posteriori. Cependant, il existe des méthodes numériques
permettant de générer un échantillon issu de la distribution a posteriori des
paramètres (ex. : le rééchantillonnage d’importance et les châınes de Markov
Monte Carlo). L’échantillon obtenu peut ensuite être facilement utilisé pour
finement évaluer les caractéristiques de cette distribution : la distribution a
posteriori elle-même (densité ou fonction de répartition) peut être estimée
en tout point de l’espace des paramètres (avec des estimateurs à noyaux par
exemple), les moments, quantiles, ou toute autre statistique de cette distribu-
tion peuvent être eux aussi estimés (ex. : l’espérance peut être estimée par la
moyenne empirique). En pratique, la qualité de ces estimations dépend de la
taille e↵ective de l’échantillon et des estimateurs utilisés.
En outre, connâıtre la distribution a posteriori des paramètres permet d’obte-
nir les distributions a posteriori de la variable réponse Y et du paramètre de
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position ⌘(X,�), quel que soit X, observé ou non observé. Ces distributions a
posteriori peuvent être utilisées pour faire de la prédiction dans le temps ou
dans l’espace si X contient le temps d’observation de Y ou la position où Y a
été observée.

2.3 Application au modèle logistique

Modèle mécaniste. Considérons une population dont la dynamique tempo-
relle suit le modèle logistique d’EDO présenté dans la Section 1.2 du
Chapitre I. Ainsi, la taille N(t) de la population évolue du fait de deux types
d’événements : les naissances et les morts, la mortalité augmentant avec la
taille de la population. La taille N(t) est régie par l’EDO suivante :

N 0(t) = rN

✓
1� N

K

◆
, t � 0,

où r > 0 est le taux de croissance intrinsèque de la population et K > 0 est la
capacité d’accueil du milieu. Comme nous l’avons vu dans le Chapitre I, cette
EDO, avec une donnée initiale N(0) = N

0

, admet une solution analytique :

N(t) =
KN

0

ert

K +N
0

(ert � 1)
, pour t � 0.

Modèle du processus d’observation. Aux temps t
1

, . . . , tI > 0, des re-
censements de la population ont été opérés. Ces recensements fournissent des
évaluations y

1

, . . . , yI des tailles N(t
1

), . . . , N(tI) de la population, évalua-
tions entachées d’erreur. Les erreurs sont supposées être indépendantes, sans
biais, et de variance augmentant avec la taille de la population. Plus formel-
lement, y

1

, . . . , yI sont des réalisations de lois Gamma indépendantes d’es-
pérances N(t

1

), . . . , N(tI) et de variances qui sont proportionnelles à N(t
1

),
. . . , N(tI) :

Yi | N(ti) ⇠ Gamma

✓
N(ti)

⌧
, ⌧

◆
, 8i 2 {1, . . . , I},

où Yi désigne la variable aléatoire tandis que yi désigne une réalisation de Yi, et
⌧ est la constante de proportionnalité qui détermine les variances des mesures
du recensement. Les arguments de la loi Gamma(a, b) sont le paramètre de
forme a > 0 et le paramètre d’échelle b > 0. Sa densité de probabilité est,
pour z � 0, g(z) = (ba�(a))�1za�1e�z/b, où � est la fonction Gamma d’Euler,
définie par :

�(x) =

Z
+1

0

e�t tx�1 dt, x > 0.

Si Z ⇠ Gamma(a, b), alors l’espérance de la variable aléatoire Z vaut E(Z) =
a b et sa variance vaut V ar(Z) = a b2.
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Figure VI.1. Solution (ligne) et observation bruitée (points) du modèle logistique
avec (N0, r,K, ⌧) = (1, 0.1, 10, 0.1).

La Fig. VI.1 présente une simulation du modèle aux temps de mesure
0, 1, 2, . . . , 100, avec (N

0

, r,K, ⌧) = (1, 0.1, 10, 0.1).

Estimation. Plaçons-nous dans le cadre du modèle non linéaire généralisé
décrit en Section 2.2 :

- les variables réponses sont les mesures de recensement y
1

, . . . , yI ;

- les variables explicatives correspondent aux temps de recensement :
x
1

= t
1

, . . . , xI = tI ;

- la loi L est la loi Gamma ;

- la fonction ⌘ vérifie :

⌘(t,�) = N(t) =
KN

0

ert

K +N
0

(ert � 1)
,

où � = (N
0

, r,K) ;

- le paramètre complémentaire ⌧ correspond à la constante de proportionna-
lité qui détermine les variances des mesures du recensement.

Ainsi, pour tout i 2 {1, . . . , I},

Yi | ti ⇠ Gamma

✓
⌘(ti,�)

⌧
, ⌧

◆
= Gamma

✓
KN

0

erti

⌧{K +N
0

(erti � 1)} , ⌧
◆
.
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La vraisemblance du modèle est donc :

p(y | ✓, t) =
IY

i=1

1

yi

⇣yi
⌧

⌘⌘(t
i

,�)/⌧
�

✓
⌘(ti,�)

⌧

◆�1

e�y
i

/⌧ ,

où y = (y
1

, . . . , yI), t = (t
1

, . . . , tI) et ✓ = (�, ⌧) = (N
0

, r,K, ⌧).
Spécifions la distribution a priori suivante : N

0

, r, K et ⌧ sont, a priori,
indépendants et distribués sous les lois suivantes :

N
0

⇠ exponentielle(1),

r ⇠ exponentielle(1),

K ⇠ uniforme(0, 15),

⌧ ⇠ exponentielle(1),

où une variable Z qui suit une loi exponentielle de paramètre ⇣ > 0 a pour
densité de probabilité

f(z; ⇣) = (1/⇣) exp(�z/⇣), z 2 [0,+1[,

et une variable J qui suit une loi uniforme entre jmin et jmax (jmin < jmax)
a pour densité de probabilité j 7! 1/(jmax � jmin) sur le support [jmin, jmax].
Ainsi, la densité a priori jointe des paramètres est :

⇡(✓) = ⇡(N
0

, r,K, ⌧)

= exp(�N
0

� r � ⌧)1(N
0

> 0, r > 0, ⌧ > 0)
1(0 < K  15)

15
,

où 1(·) est la fonction indicatrice (ici, 1(e) = 1 si l’événement e est vrai,
1(e) = 0 sinon).
La distribution a posteriori des paramètres

p(✓ | y, t) = p(y | ✓, t)⇡(✓)/p(y | t)
ne correspond pas à une distribution connue. Par conséquent, nous devons ap-
pliquer une méthode numérique permettant de générer un échantillon approxi-
mativement distribué selon la distribution a posteriori. Nous avons appliqué la
méthode du rééchantillonnage d’importance avec 107 particules et nous avons
utilisé des lois uniformes sur (0, 2], (0, 0.5], (0, 15] et (0, 0.5] pour les lois de
proposition des paramètres N

0

, r, K et ⌧ . L’algorithme d’estimation est décrit
dans le paragraphe qui suit. Le Tableau VI.1 donne les résultats d’estimation
obtenus pour la simulation présentée sur la Fig. VI.1 (médianes a posteriori
et intervalles de crédibilité à 95%). Dans ce cas, chaque valeur vraie est dans
l’intervalle de crédibilité marginal associé.

Algorithme du rééchantillonnage d’importance. Les trois étapes de cet
algorithme sont les suivantes :
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Tableau VI.1. Estimations des paramètres du modèle logistique.

Paramètre N
0

r K ⌧

Vraie valeur 1.00 0.100 10.0 0.100
Médiane a posteriori 0.94 0.104 10.0 0.079
2.5%-quantile a posteriori 0.80 0.093 9.8 0.060
97.5%-quantile a posteriori 1.10 0.113 10.3 0.109

- génération d’un échantillon {✓(m) : m = 1, . . . ,M} (M = 107) sous la loi
de proposition de densité de probabilité g (produit de lois uniformes sur
(0, 2], (0, 0.5], (0, 15] et (0, 0.5]) ;

- calcul des poids d’importance w̃m :

wm =
p(✓(m) | y,x)

g(✓(m))
, (VI.8)

w̃m =
wmPM
k=1

wk

; (VI.9)

- génération de l’échantillon final, celui qui suit approximativement la loi
a posteriori des paramètres, obtenu en tirant avec remise M 0 = 104

valeurs dans l’échantillon {✓(m) : m = 1, . . . ,M} où ✓(m) a la probabilité
de tirage w̃m.

Du fait de l’opération (VI.9) servant à obtenir un vecteur de probabilités dont
la somme vaut 1, les quantités wm données par l’équation (VI.8) peuvent être
calculées à une constante multiplicative près. Par conséquent, il est inutile,
pour appliquer le rééchantillonnage d’importance, de calculer le dénominateur
p(y|t) de la loi a posteriori p(✓ | y, t) = p(y | ✓, t)p(✓)/p(y | t) (le calcul de
p(y | t) est un calcul d’intégrale multiple).

2.4 Application à un modèle de réaction-di↵usion

Modèle mécaniste. Considérons une population dont la dynamique spatio-
temporelle est modélisée par l’équation de réaction-di↵usion de Fisher-KPP,
introduite dans la Section 2 du Chapitre III et largement étudiée dans le
Chapitre IV ainsi que dans la première section du présent chapitre :

8
>>>><

>>>>:

@u

@t
= D�u+ u (r(x)� �u), t � 0, x 2 ⌦ ⇢ R2,

@u

@⌫
(t, x) = 0, t � 0, x 2 @⌦,

u(0, x) = u
0

(x) � 0, x 2 ⌦.

(VI.10)

Nous nous intéressons au cas où D et � sont positifs et constants alors que
le taux de croissance intrinsèque r(x) varie dans l’espace. L’espace ⌦ est un
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disque de rayon
p
2/2, au bord duquel nous supposons des conditions réfléchis-

santes de Neumann, comme l’indique le système (VI.10). Nous considérons une
situation où cet espace est constitué d’une mosäıque de quatre types d’habitats
di↵érents (par exemple forêts, plaines, surfaces agricoles, routes), chaque ha-
bitat étant quasiment homogène et ayant une structure spatiale connue. Nous
supposons ainsi que les quatre habitats sont associés à des valeurs r

1

, r
2

, r
3

et
r
4

du taux de croissance intrinsèque, comme illustré sur la Fig. VI.2. Rappelons
que les régions où le taux de croissance intrinsèque est grand correspondent
aux régions favorables, alors que les régions où le taux de croissance intrin-
sèque est faible sont moins favorables, voire défavorables quand ri < 0. Afin de
respecter les hypothèses de régularité du Chapitre III, qui permettent d’obte-
nir l’existence et l’unicité d’une solution classique u 2 C2

1

(R
+

⇥⌦) de (VI.10),
le taux de croissance intrinsèque est calculé par régularisation de la fonction
R(x) définie sur R2 par :

R(x) =
4X

k=1

rk 1{x2 région k}.

Ainsi, nous considérons un noyau de régularisation �(x) =
1

2⇡S
e�

|x|2
2S , avec S

petit (S = 10�4), et nous définissons

r(x) =

Z

R2
�(x� y)R(y) dy, x 2 ⌦.

Dans ce cas, r 2 C1(⌦) est donc en particulier lipschitzienne. Le paramètre
S du noyau de régularisation � étant petit, la fonction r est très proche de
la fonction constante par morceaux R, mais décrit une transition régulière du
taux de croissance intrinsèque entre les di↵érentes régions. La régularisation
est une opération relativement naturelle puisqu’elle revient à supposer qu’il
n’y a pas un changement abrupt entre deux habitats, mais au contraire une
transition progressive, la vitesse de transition étant régie par S. La donnée
initiale u

0

est supposée constante et connue : u
0

⌘ 0.1 dans ⌦.
Nous avons simulé le modèle (VI.10) durant la période de temps t 2 [0, 4] avec
les valeurs suivantes des paramètres :

✓ = (D, �, r
1

, r
2

, r
3

, r
4

) = (0.05, 1, 4, 2, 0,�4).

La Fig. VI.3 montre l’état du modèle simulé à deux temps di↵érents.

Modèle du processus d’observation. En pratique, on observe rarement
la densité de population u, mais plutôt une fonction (aléatoire) de la densité
de population. Cette fonction correspond par exemple à un impact local de la
population sur l’environnement (ex. : pour une population pathogène, l’impact
peut être un nombre d’hôtes infectés).
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r
1

r
2

r
3

r
4

Figure VI.2. Partition du domaine spatial ⌦ (disque de rayon
p
2/2) sur lequel est

définie l’équation de réaction-di↵usion (VI.10). Dans chaque région, le coe�cient R(x)
est constant. Les cercles dessinés avec des tirets correspondent aux régions d’observa-
tion !

i

.

(a) t = 2 (b) t = 4

Figure VI.3. Solution du modèle (VI.10) aux temps t = 2 et t = 4 avec
✓ = (D, �, r1, r2, r3, r4) = (0.05, 1, 4, 2, 0,�4).
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Ici, nous supposons que l’impact est mesuré aux temps t
1

, . . . , tI dans les sous-
domaines !

1

, . . . ,!I représentés sur la Fig. VI.2. Les mesures d’impact sont
notées y

1

, . . . , yI et sont supposées être des réalisations de variables aléatoires
poissoniennes Y

1

, . . . , YI indépendantes. Nous faisons l’hypothèse qu’en espé-
rance, la mesure d’impact Yi est proportionnelle à la taille de la population
dans le sous-domaine !i multipliée par un coe�cient ↵ > 0 (supposé connu)
mesurant l’impact moyen (ex. : nombre d’hôtes attaqués) d’une unité de po-
pulation. Ainsi,

Yi | ti,!i, u ⇠ Poisson

✓
↵

Z

!
i

u(ti, x)dx

◆
.

Pour que l’indépendance des Yi soit satisfaite, l’intersection des domaines spa-
tiaux !i (i = 1, . . . , I) doit être vide. Une variable Z qui suit une loi de Poisson
de paramètre a > 0 ne peut prendre que les valeurs entières positives et, pour
tout entier positif z, la probabilité que Z = z est

P (Z = z) = exp(�a)az/(z!).

La Fig. VI.4 présente les mesures d’impact en fonction des densités locales de
population. Les mesures d’impact ont été obtenues avec le paramètre
↵ = 104. Ces mesures ont été réalisées dans 12 domaines d’observations di↵é-
rents (voir Fig. VI.2) à 10 temps di↵érents (0.4, 0.8, . . . , 4). Ainsi au total on
dispose de I = 120 mesures d’impact.

0 0.002 0.004 0.006 0.008 0.01
0

20

40

60

80

100

Y

Figure VI.4. En abscisse : taille de la population dans le sous-domaine !
i

au temps

t
i

:

Z

!

i

u(t
i

, x)dx, pour i = 1, . . . , 120. En ordonnée, mesure d’impact Y
i

correspon-

dante.

Estimation. Plaçons-nous dans le cadre du modèle non linéaire généralisé
décrit en Section 2.2 :
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Chapitre VI. Problèmes inverses, estimation

- les variables réponses sont les mesures d’impact y
1

, . . . , yI ;

- les variables explicatives correspondent aux temps et domaines des mesures :
x
1

= (t
1

,!
1

), . . . , xI = (tI ,!I) ;

- la loi L est la loi de Poisson ;

- la fonction ⌘ vérifie :

⌘{(t,!), ✓} = ↵

Z

!
u(t, x)dx, (VI.11)

où u est la solution de l’équation (VI.10) qui dépend des paramètres ✓ =
(D, �, r

1

, r
2

, r
3

, r
4

) ;

- dans le présent modèle, il n’y a pas de paramètre complémentaire.
Ainsi, pour tout i 2 {1, . . . , I},

Yi | ti,!i ⇠ Poisson{⌘((ti,!i), ✓)}.

La vraisemblance du modèle est donc :

p(y | ✓, t,w) =
IY

i=1

exp[�⌘{(ti,!i), ✓}]⌘{(ti,!i), ✓}yi
yi!

, (VI.12)

où y = (y
1

, . . . , yI), t = (t
1

, . . . , tI) et w = (!
1

, . . . ,!I).
Pour les paramètres à estimer, nous spécifions une distribution a priori uni-
forme :

⇡(✓) = ⇡(D, �, r
1

, r
2

, r
3

, r
4

)

=
1(10�2  D  1)1(0.1  �  10)1(�10  r

1

, . . . , r
4

 10)

0.99⇥ 9.9⇥ 204
,

où D est compris entre 0.01 et 1, � est compris entre 0.1 et 10 et r
1

, . . . , r
4

sont compris entre �10 et 10. La constante ↵ et la condition initiale u(0, x)
sont supposées connues.
La distribution a posteriori des paramètres

p(✓ | y, t,w) = p(y | ✓, t,w)⇡(✓)/p(y | t,w)

ne correspond pas à une distribution connue. Par conséquent, nous devons
appliquer une méthode numérique permettant de générer un échantillon ap-
proximativement distribué selon la distribution a posteriori, et donc d’estimer
la distribution a posteriori. Nous avons utilisé un algorithme MCMC avec
échantillonneur de Metropolis-Hastings (voir ci-après).
La Fig. VI.5 présente les distributions marginales a posteriori (c’est-à-dire les
distributions a posteriori de chacun des paramètres pris isolément) de D, �, r

1

,
r
2

, r
3

et r
4

. Le Tableau VI.2 fournit les médianes et intervalles de crédibilité
a posteriori de ces paramètres. Les médianes a posteriori sont relativement
proches des valeurs vraies des paramètres, y compris pour le paramètre r

4

,
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Figure VI.5. Distributions a posteriori de D, �, r1, r2, r3 et r4. Les valeurs vraies
de ces paramètres sont 0.05, 1, 4, 2, 0, et �4.

alors qu’il n’y a pas d’observation dans l’habitat correspondant. En revanche,
la distribution correspondant au paramètre r

4

, présentée sur la Fig. VI.5 (c),
est la plus étalée, indiquant une plus grande incertitude sur ce paramètre.
Ces résultats d’estimation sont à rapprocher du résultat de détermination de la
Section 1 : nous avons montré qu’il est possible d’estimer convenablement six
coe�cients de l’équation de réaction-di↵usion (VI.10) à partir d’observations
de l’impact de la population, sur des sous-domaines !i du domaine ⌦ et en
des temps discrets. L’information contenue dans ces observations renseigne
non seulement sur la valeur locale des coe�cients à estimer, mais également
sur leur valeur dans des régions non mesurées, et ce malgré une incertitude
prise en compte ici par le modèle du processus d’observation.

Algorithme MCMC. Une châıne de Markov Monte Carlo (MCMC) avec
échantillonneur de Metropolis-Hastings a été construite pour échantillonner
dans la distribution a posteriori des paramètres p(✓ | y, t,w) du modèle de
réaction-di↵usion (VI.10). Le MCMC est un algorithme itératif d’acceptation-
rejet dont les étapes sont décrites ci-après.

• A k = 0 : initialisation du vecteur de paramètre à la valeur ✓(0).
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Tableau VI.2. Estimation a posteriori pour le modèle de réaction-di↵usion.

Paramètre D � r
1

r
2

r
3

r
4

Vraie valeur 0.050 1 4 2 0 �4
Médiane a posteriori 0.055 0.96 4.14 2.00 0.04 �3.88
2.5%-quantile a posteriori 0.0459 0.75 3.71 1.76 �0.39 �5.13
97.5%-quantile a posteriori 0.0675 1.20 4.70 2.11 0.41 �2.21

• Pour k de 0 à N � 1 (où N est la longueur de la châıne),

- tirer une valeur candidate de ✓, notée ✓⇤, dans une loi de proposition
Q(✓⇤ | ✓(k)) ;

- tirer une valeur j dans une loi uniforme définie sur [0, 1] ;

- calculer la probabilité d’acceptation :

� = min

(
1,

p(y | ✓⇤, t,w)⇡(✓⇤)Q(✓(k) | ✓⇤)
p(y | ✓(k), t,w)⇡(✓(k))Q(✓⇤ | ✓(k))

)
;

- si j < �, alors accepter la valeur candidate : ✓(k+1) = ✓⇤ ; sinon rejeter la
valeur candidate : ✓(k+1) = ✓(k).

La loi de proposition que nous avons choisie pour ✓ est un produit de dis-
tributions Gamma (pour les paramètres positifs D et �) et de distributions
normales (pour les coe�cients r

1

, . . . , r
4

) centrées sur la valeur courante ✓(k)

du paramètre ✓ = (D, �, r
1

, . . . , r
4

) :

Q(✓⇤ | ✓(k)) =
2Y

i=1

g(✓⇤i ; ✓
(k)
i /�,�)⇥

6Y

i=3

n(✓⇤i ; ✓
(k)
i ,�2),

où g(·; a, b) est la densité de probabilité de la loi Gamma de paramètre d’échelle
a et de paramètre de forme b (voir Section 2.3) et n(·;µ,�2) est la densité de
probabilité de la loi normale de moyenne µ et de variance �2 (n(z;µ,�2) =
(
p
2⇡�)�1 exp{�(z � µ)2/(2�2)}). Nous avons implémenté cet algorithme en

utilisant � = 10�2, �2 = 0.05 et N = 20 000.

Calcul de la solution de l’équation (VI.10) et de la vraisemblance du
modèle. Pour l’implémentation de l’algorithme MCMC, il nous faut calculer la
vraisemblance du modèle p(y | ✓, t,w) donnée par l’équation (VI.12). Comme
mentionné plus haut, étant données une valeur du vecteur ✓ et les conditions
initiales et au bord, l’équation (VI.10) admet une unique solution u = u✓(t, x)
qui est définie pour tout t � 0 et tout x 2 ⌦. Cette solution ne peut pas être
calculée analytiquement mais une méthode standard permet de calculer une
solution numérique (ici nous avons utilisé le logiciel d’éléments finis Comsol
Multiphysicsr).
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Une fois cette solution u✓ calculée, pour un jeu de paramètres ✓ donné, on
peut calculer, pour ce jeu de paramètres, les intégrales (VI.11) pour (t,!) 2
{(ti,!i), i = 1, . . . , I} puis la vraisemblance (VI.12).

Commentaires bibliographiques

Un des problèmes inverses les plus étudiés est le problème de Calderón (voir
l’article original de Calderón, 1980). Il s’agit ici de déterminer la conductivité
électrique dans un corps sur la base de mesures d’un courant électrique sur
le bord de ce corps. La technique d’imagerie médicale appelée “tomographie
d’impédance électrique” est basée sur la résolution de ce problème inverse.
Etant donné un domaine ⌦ ⇢ R3, à frontière @⌦, il s’agit de déterminer le
coe�cient D(x) de l’équation

r · (D(x)ru) = 0, x 2 ⌦.

Ici, u ne représente plus une densité de population mais un potentiel électrique,
et D(x) est la conductivité électrique. Lorsqu’une tomographie est pratiquée,
le processus d’observation consiste en l’application d’un courant sur le bord @⌦
(ce qui revient à fixerD (@u)/(@⌫) = f sur @⌦ pour une fonction f connue) et à
mesurer le potentiel électrique résultant u sur @⌦. La possibilité de déterminer
D(x) à partir de telles observations a fait l’objet de nombreux travaux. Ce
problème est résolu lorsque toute l’application f 7! u|@⌦ est observée, c’est-
à-dire à partir d’un nombre infini d’observations (voir l’article de Sylvester et
Uhlmann, 1987).
Les livres d’Isakov (1990) et de Choulli (2009) permettront au lecteur d’appro-
fondir ses connaissances sur les problèmes inverses, dont certains sont résolus
en utilisant des méthodes très di↵érentes de celle présentée dans la Section 1.
La méthode présentée ici, introduite par Roques et Cristofol (2010), permet
quant à elle de résoudre un certain nombre de problèmes inverses à partir d’un
minimum d’observations. Ainsi, la question de la détermination simultanée de
plusieurs coe�cients d’une équation de réaction-di↵usion est étudiée dans l’ar-
ticle de Cristofol et al. (2011) ; le cas des systèmes de plusieurs espèces en com-
pétition est traité par Roques et Cristofol (2012). Dans toutes ces situations
où il s’agit de déterminer plusieurs coe�cients d’une ou plusieurs équations de
réaction-di↵usion, l’observation U [u] fait intervenir plusieurs données initiales,
ce qui suppose une possibilité de contrôle sur la donnée initiale.

La littérature sur l’estimation bayésienne est abondante. Nous pouvons no-
tamment citer les ouvrages en français de Bernier et al. (2000), Droesbeke
et al. (2002), Robert (2006) et Parent et Bernier (2007), ainsi que les ouvrages
en anglais de Gelman et al. (2004), Marin et Robert (2007) et Carlin et Louis
(2009). Ajoutons à cette liste quelques références portant plus spécifiquement
sur les algorithmes stochastiques permettant d’échantillonner dans les lois a
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posteriori : Chib et Greenberg (1995), Gilks et al. (1996), Robert (1996) qui
est en français, Robert et Casella (1998), Doucet et al. (2001) et Brooks (2003).
D’autres approches d’estimation peuvent être utilisées pour estimer les mo-
dèles mécanistico-statistiques introduits dans ce chapitre. Nous pensons en
particulier à la méthode des moindres carrés qui consiste à minimiser en � la
fonction suivante :

� 7!
IX

i=1

[yi � h{⌘(xi,�)}]2,

où la fonction h est telle que E(Y | X) = h{⌘(X,�)}. Nous pensons également
à la méthode du maximum de vraisemblance qui consiste à maximiser en
✓ = (�, ⌧) la vraisemblance du modèle :

✓ 7! p(y | ✓,x) =
IY

i=1

f{yi; ⌘(xi,�), ⌧}.

Les notations de la Section 2.2 ont été utilisées pour l’écriture de ces deux
fonctions. Les méthodes d’estimation par moindres carrés et par maximum
de vraisemblance sont des cas particuliers de l’estimation par minimum de
contraste (Dacunha-Castelle et Duflo, 1982). Ces méthodes appartiennent à
l’approche fréquentiste dans laquelle les paramètres ne sont pas vus comme
des variables aléatoires, mais comme des coe�cients non aléatoires dont on es-
time la valeur à l’aide d’un estimateur. L’estimateur est la solution (explicite
ou numérique) d’un programme d’optimisation et, avec l’approche fréquen-
tiste, c’est l’estimateur qui suit une distribution de probabilité et non pas le
paramètre. On peut noter que des pénalisations sur l’espace des paramètres
peuvent être introduites dans ces méthodes pour favoriser certaines valeurs
des paramètres par rapport à d’autres, la pénalisation jouant alors le rôle de
la loi a priori en bayésien. Les méthodes d’estimation par moindres carrés et
par maximum de vraisemblance pour des modèles non linéaires sont traitées
par Seber et Wild (1989), Tong (1990), Huet et al. (1996), Walter et Pronzato
(1997), Ruppert et al. (2003) et Ritz et Streibig (2008) (une littérature là aussi
abondante existe).
Terminons cette section par quelques références sur l’approche mécanistico-
statistique. Des modèles mécanistico-statistiques plus complexes que ceux pré-
sentés dans ce chapitre et les méthodes d’estimation adaptées ont été publiés
par, entre autres, Berliner (2003), Wikle (2003a,b), Buckland et al. (2004),
Rivot et al. (2004), Berliner et al. (2008), Soubeyrand et al. (2009a), Soubey-
rand et al. (2009b), et Roques et al. (2011). Quelques-uns des modèles proposés
par ces auteurs contiennent, comme c’est le cas dans le présent chapitre, un
sous-modèle déterministe de la dynamique étudiée et un sous-modèle stochas-
tique du processus d’observation. Cependant, la plupart du temps, les modèles
mécanistico-statistiques sont doublement stochastiques, ce qui les rend parti-
culièrement di�ciles à ajuster aux données (car la dimension des variables
latentes peut être très grande).
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Exercices

Exercice 36 On suppose que le coe�cient r de l’équation (Pr) de la Section 1
est constant. De quel type d’observation peut-on se contenter pour déterminer
ce coe�cient r ?

Exercice 37 On suppose que le coe�cient � de l’équation (Pr) de la Section 1
est constant, et que r(x) et � sont inconnus. Supposons que U [u] consiste en
l’observation suivante :

U [u] = {u(t, x
0

), @u/@x(t, x
0

), @2u/@x2(t, x
0

) t 2 [0, "[}.
Montrer que cette observation permet de déterminer r(x) et �.

Exercice 38 Expliquer pour quelle raison la preuve du Théorème 24 est dif-
ficilement adaptable aux dimensions d � 2.

Exercice 39 Peut-on déterminer le coe�cient r de l’équation (Pr) à partir de
l’observation U [u] définie dans la Section 1 si r = r(t, x) dépend du temps ?

Exercice 40 Simuler le modèle de la Section 2.3 basé sur le modèle logis-
tique en remplaçant les lois d’observation Gamma par les lois d’observation
poissoniennes suivantes :

Yi | N(ti) ⇠ Poisson (N(ti)) , 8i 2 {1, . . . , I}.
Exercice 41 Ecrire la distribution a posteriori des paramètres pour le modèle
avec observations poissoniennes de l’Exercice 40. Adapter l’algorithme de ré-
échantillonnage d’importance au nouveau modèle. Programmer l’algorithme.
Appliquer l’algorithme aux données simulées de l’Exercice 40. Donner les mé-
dianes a posteriori et les quantiles d’ordre 0.025 et 0.975 des paramètres.

Indication : le modèle avec observations poissoniennes ne contient pas de pa-
ramètre complémentaire ⌧ et seuls les paramètres N

0

, r et K doivent être
estimés.

Exercice 42 Reprendre l’Exercice 41 en modifiant les lois a priori des para-
mètres N

0

, r et K, et étudier l’influence de la connaissance a priori sur les
résultats d’estimation.

Exercice 43 Ecrire la fonction à minimiser pour estimer les paramètres du
modèle de l’Exercice 40 par moindres carrés. Minimiser cette fonction en uti-
lisant les données simulées de l’Exercice 40, puis donner les estimations ponc-
tuelles obtenues.

Indication : l’estimation par moindres carrés est abordée dans les commen-
taires bibliographiques du présent chapitre. Un algorithme numérique de type
Newton-Raphson ou de type Nelder-Mead peut être utilisé pour la minimisa-
tion. Le lecteur avancé cherchera comment évaluer les variances d’estimation
des paramètres.
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Exercice 44 Ecrire la fonction à maximiser pour estimer les paramètres du
modèle de l’Exercice 40 par maximum de vraisemblance. Maximiser cette fonc-
tion en utilisant les données simulées de l’Exercice 40, puis donner les estima-
tions ponctuelles obtenues. Comparer les résultats d’estimation obtenus aux
Exercices 41, 42, 43 et 44.

Indication : l’estimation par maximum de vraisemblance est abordée dans les
commentaires bibliographiques du présent chapitre. Un algorithme de type
Newton-Raphson ou de type Nelder-Mead peut être utilisé pour la minimisa-
tion. Le lecteur avancé cherchera comment évaluer les variances d’estimation
des paramètres.
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Arbre, buisson ou liane ? Feuillage sempervirent ou caducifolié ? Plante à croissan-
ce rythmique ou continue ? Dans les forêts arides de l’Afrique de l’Ouest, il n’est  
pas toujours facile de répondre à ces questions, pourtant simples d’apparence.  
L’ouvrage de Philippe Birnbaum, écologue du Cirad, nous révèle que les ligneux  
de cette région sont doués d’une forte plasticité morphologique qui confère  
aux espèces une tolérance écologique élevée et leur donne l’opportunité  
de se développer dans des milieux très contrastés.

Fruit de dix années de travail au Mali, ce livre présente une synthèse illustrée  
du fonctionnement écologique des forêts arides, fondée sur la compilation  
de nombreuses références bibliographiques et des observations inédites. Il montre  
ainsi que l’organisation des paysages est bien plus complexe que la classification 
basée sur la répartition des pluies. En s’appuyant sur les épisodes climatiques anciens, 
les gradients pluviométriques, la variabilité de la disponibilité en eau, l’action  
des reliefs et de l’homme, il distingue les facteurs essentiels qui expliquent  
l’organisation de ces paysages arides sous la forme d’une mosaïque d’habitats.  
Ce travail s’inscrit ainsi dans les voies novatrices des sciences écologiques,  
qui renouvellent la vision des écosystèmes et des associations végétales complexes.

Cette étude montre aussi un autre visage des enjeux liés à la conservation  
de la biodiversité. Alors que les instances internationales incitent les pays à définir 
leur stratégie de protection de l’environnement à partir de leur richesse  
biologique, elle fait la preuve que la biodiversité d’une région ne se réduit  
pas au nombre de ses espèces mais que la diversité des milieux et des habitats  
est tout aussi fondamentale pour la conservation des espèces et le développement 
des populations.

Philippe Birnbaum, docteur en botanique tropicale, est spécialiste de l’écologie  
des formations végétales forestières au Centre de coopération internationale  
en recherche agronomique pour le développement (Cirad). Au cours de sa carrière, 
il a travaillé dans les forêts tropicales des cinq continents — forêts denses humides, 
forêts insulaires, forêts de montagne ou de savane —, étudiant leur composition, 
leur structure et leur dynamique. Attentif à capitaliser les connaissances au service 
du développement, il est aussi à l’origine de plusieurs logiciels et outils automatisés 
qui facilitent les analyses. Aujourd’hui, Philippe Birnbaum continue ses recherches 
en Nouvelle-Calédonie.

En couverture : Carapa velutina dans une forêt de failles du plateau mandingue, au Mali,  
où se concentre la population de chimpanzés la plus septentrionale. © P. Birnbaum
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Modèles de réaction-di↵usion pour l’écologie spatiale

Clark, J. S. (1998). Why trees migrate so fast : Confronting theory with
dispersal biology and the paleorecord. Am Nat 152, 204–224.

Coddington, E. A. et N. Levinson (1955). Theory of Ordinary Di↵erential
Equations. McGraw-Hill Book Company, Inc., New York-Toronto-London.

Coville, J. et L. Dupaigne (2007). On a nonlocal reaction di↵usion equation
arising in population dynamics. Proc R Soc Edin A 137, 1–29.

Cristofol, M., J. Garnier, F. Hamel, et L. Roques (2011). Uniqueness from
pointwise observations in a multi-parameter inverse problem. Commun Pur
Appl Anal 11, 1–15.

Dacunha-Castelle, D. et M. Duflo (1982). Probabilités et statistiques. Pro-
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Notations

⌦ : sous-domaine borné ou non borné de Rd.

@⌦ : frontière du domaine ⌦ (éventuellement vide quand ⌦ = Rd).

⌦ : adhérence de ⌦.

|⌦| : mesure de Lebesgue de ⌦.

|x| : norme euclidienne de x 2 Rd.

Ck(⌦), k � 0 : espace des fonctions définies et continues dans ⌦, à valeurs
dans R, et dont toutes les dérivées jusqu’à l’ordre k 2 N sont continues dans
⌦. En dimension supérieure ou égale à 2, les dérivées d’ordre j  k sont les

dérivées partielles
@j

@xi1 . . . @xi
j

, où i
1

, . . . , ij 2 [1, d] \ N.

C1(⌦) : espace des fonctions qui sont dans Ck(⌦) pour tout k 2 N.

Ck(⌦,⌦0), k � 0 : espace des fonctions définies et continues dans ⌦, à valeurs
dans ⌦0, et dont toutes les dérivées jusqu’à l’ordre k 2 N sont continues dans
⌦.

Ck
0

(R
+

⇥ ⌦), k � 0 : espace des fonctions continues dans R
+

⇥ ⌦, à valeurs
dans R, et dont les dérivées en espace jusqu’à l’ordre k sont continues dans
R
+

⇥ ⌦.

Ck
1

(R
+

⇥ ⌦), k � 0 : espace des fonctions continues dans R
+

⇥ ⌦, à valeurs
dans R, et dont les dérivées en espace jusqu’à l’ordre k et la dérivée en temps
sont continues dans R

+

⇥ ⌦.

C1(R⇤
+

⇥⌦) : espace des fonctions continues dans R⇤
+

⇥⌦, à valeurs dans R,
et dont toutes les dérivées sont continues.

Ck,↵(⌦), k � 0, ↵ 2 ]0, 1] : espace de Hölder, voir la Section 4.3 du Chapitre II.

L2(⌦) : espace des fonctions mesurables dans ⌦, de carré intégrable sur ⌦ au
sens de la mesure de Lebesgue.

L1(⌦) : espace des fonctions mesurables dans ⌦, à valeurs dans R, et bornées
presque partout dans ⌦.

H1(⌦) : espace des fonctions de L2(⌦) dont la dérivée (au sens des distribu-
tions) est dans L2(⌦).

H1

0

(⌦) : espace des fonctions de H1(⌦) qui s’annulent sur @⌦ (au sens de la
trace).

171


