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Introduction

I On collecte des données dans l’espace (S) et dans le temps (T)
I Il existe des dépendances à la fois dans le temps et dans l’espace

↪→ A la fois une généralisation des statistiques spatiales et des séries temporelles
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Introduction

Quelques configurations possibles

1. Séries denses dans le temps, rares spatialement (capteurs, stations météo, ...)
↪→ séries temporelles multivariées.
Mais quel modèle spatial? comment interpoler en un nouveau site?

2. Échantillonnages denses spatialement, peu nombreux (images satellites,
campagnes halieutique)
↪→ champs spatiaux multivariés.
Mais quelle évolution temporelle? quelle prédiction temporelle?

3. Echantillonnages denses dans le temps et dans l’espace
On va chercher à modéliser l’interaction espace × temps

4. Cas plus complexes: pas d’alignement temporel, faibles fréquences spatiales et
temporelles, trajectoires, ...
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Modèles spatio-temporels

1. On dispose d’un modèle physique descriptif
Filtre de Kalman (KF)
Ensemble KF

Dans un contexte spatialisé

2. On construit un modèle statistique

Z (s, t) = µ(s, t) + Y (s, t) + ε(s, t), (s, t) ∈ D × T ⊂ Rd × R

avec

g[µ(s, t)] =

p∑
k=1

βk fk (Xk (s)) +

q∑
l=1

αl fl (Xl (t))

Y (s, t) est un champ aléatoire d’ordre 2

stationnaire ⇔ Cov{Y (s + h, t + u),Y (s, t)} = C(h, u)

ε(s, t) bruit aléatoire (pépite)

3. Quelles fonctions de covariance C(h, u) ?
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Rappels

I Stationnarité
Cov{Y (s + h, t + u),Y (s, t)} = C(h, u)

I Séparabilité

C(h, u) = CS(h).CT (u)⇐ Y (s, t) = YS(s).YT (t), ZS(s) ⊥ ZT (t)

Matrice de covariance
Σ = ΣT ⊗ΣS

Propriété
Z (s, t) ⊥ Z (s′, t ′) | Z (s, t ′)

I Symétrie complète (Gneiting et al., 2006)

C(h, u) = C(h,−u) = C(−h, u) = C(−h,−u)

Séparabilité =⇒ symétrie complète
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Hello

D’après Gneiting et al. (2006)

Objectif: aller au delà de la séparabilité
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Pour aller au-delà: quelques cas simples

I Modèle somme-produit (De Iaco et al., 2013)

C(h, u) = a0C0
S(h).C0

T (u) + a1C1
S(h) + a2C2

T (u)

avec a0, a1, a2 > 0.
I “Frozen model”

C(h, u) = CS(h− vu)

où v est une vélocité. En EDP, on parle de fronts d’onde (travelling waves)
I Généralisation (Cox and Isham, 1988)

C(h, u) = E[CS(h− Vu)]

où V est un vecteur vitesse aléatoire. Exemple: V ∼ N (µ,D2), alors (Schlather,
2010)

C(h, u) =
1

det{1 + u2D}1/2
CS

{
(h− uµ)t (1 + u2D)−1(h− uµ)

}
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Modèle avec vélocité dynamique (Ailliot et al., 2011)

déplacement

Soit φ(s, t , t ′) le déplacement du point s ∈ Rd durant les temps t et
t ′ ∈ T = [t0 −∆; t0 + ∆]. On pose

I φ(s, t , t) = s, ∀(s, t) ∈ Rd × T
I φ(s, t , t ′) = φ(s, u, t ′) ◦ φ(s, t , u), ∀s ∈ Rd et ∀t ≤ u ≤ s ∈ T .
I L’inverse de φ(s, t , t ′) existe

Modèle de champ alétoire
Posons

Z (s, t) = Y (φ−1(s, t0, t), t),

où Y (·, ·) est un champ aléatoire sur Rd × R, avec une fonction de covariance C(h, u).
Alors,

Cov
{

Z (s, t),Z (s + h, t ′)
}

= C
(
φ−1(s + h, t0, t ′)− φ−1(s, t0, t), t ′ − t

)
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Modèle avec vélocité dynamique

Ailliot et al. (2011)
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Quelques rappels théoriques

Définie positivité

Une fonction C : Rd × R 7→ R est une fonction de covariance ssi
∀n,∀s1, . . . , sn ∈ Rd , et ∀a1, . . . , an ∈ R

n∑
i=1

n∑
j=1

ai C(si , ti ; sj , tj )aj ≥ 0

C est une fonction (semi-) définie positive.

Stabilité
Les fonctions définies positives sont stables pour le produit, les sommes positives et
par la continuité⇒ stables pour les mélanges positifs.

Théorème de Bochner
C est une fonction def. pos. sur Rd × R ssi

C(h, u) =

∫ ∫
eiωt h+iτu f (ω; u)dωdu, (h; u) ∈ Rd × R

10 / 39
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Critère de Cressie and Huang (1999)

Théorème de Cressie-Huang (1999)

Une fonction continue, bornée, symmétrique et intégrable C(h, u) définie sur Rd × R
est une fonction de covariance spatio-temporelle ssi

Cω(u) =

∫
e−iωt hC(h, u) dh, u ∈ R,

est une fonction de covariance (temporelle) pour presque tout ω ∈ Rd .

Cette construction nécessite de pouvoir évaluer les transformées de Fourier.
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Covariances isotropiques et fonctions complètement monotones

Fonction complètement monotones

Une fonction ϕ : R+ 7→ R est complètement monotone si, ∀n ϕ(n) existe, et
(−1)nϕ(n)(t) ≥ 0. Alors,

ϕ(t) =

∫ ∞
0

exp(−rt) dF (r)⇔ ϕ = L(F )(t)

Théorème Schoenberg, 1938

C(h) = ϕ(||h||2) est def. pos. dans Rd , ∀d > 0 ⇔ ϕ(||h||) est complètement
monotone.

Mélanges de Gaussiennes ⊂ fonctions de covariance.

Fonction Param.
ϕ(t) = exp(−ctγ) c > 0, 0 < γ ≤ 1
ϕ(t) = (1 + ctγ)−ν c > 0, 0 < γ ≤ 1, ν > 0
ϕ(t) = [2ν−1Γ(ν)]−1(ct1/2)νKν(ct1/2) c > 0, ν > 0
. . . . . .

12 / 39
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Construction de Gneiting

Théorème Gneiting (2002)
Soit ϕ(t) une fonction complètement monotone et soit ψ(t) = c + γ(t), avec c > 0 et
γ(t) un variogramme temporel. Alors

C(h, u) =
σ2

ψ(u2)1/2
ϕ

(
||h||2

ψ(u2)

)
, (h, u) ∈ Rd × R

est une fonction de covariance.

Preuve

1. Montrer que

C(h, u) = exp(−au2)
σ2

ψ(u2)1/2
ϕ

(
||h||2

ψ(u2)

)
est définie positive.

2. Faire tendre a→ 0

13 / 39
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Exemple

Gneiting-Matérn

φ(h) =M(h; r , ν); ψ(t) = (αta + 1)b, t ≥ 0,

avec α, r , ν > 0, 0 < a ≤ 1, 0 ≤ b ≤ 1.

C(h, u) =
σ2

(α|u|2a + 1)b/2
M
(

h
(α|u|2a + 1)b

; r , ν,
)
, (h, u) ∈ Rd × R,
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Encore plus général

Schlather (2010)

Soit G : R2d 7→ Rp×p une matrice de variogramme croisé sur Rd ;
Soit M ∈ Rp×p une matrice définie positive, t.q. M + G(s, s′) est s.d.p ∀s, s′ ∈ Rd ;
Soit H : Rd 7→ Rp :

C(s, s′) =
ϕ{[(H(s)− H(s′))t (M + G(s, s′))−1(H(s)− H(s′))]1/2}√

det(M + G(s, s′))

I Si p = d , H(s) = s, M = m.Id et G((s, t), (s′, t ′)) = γ(t ′ − t)Id

⇒ C(h, τ) =
σ2

[m + γ(τ)]d/2
ϕ

(
||h||2

m + γ(τ)

)
, h ∈ Rd , τ ∈ R

construction de Gneiting (2002).
I Si H(s) = s, M = 0 et G(s, s′) = G∗(s) + G∗(s′)
⇒ construction de Stein (2005).

I Si M = Id+1, H(s, t) = s + µt et G((s, t); (s′, t ′)) = (t − t ′)2D
⇒ construction de Cox and Isham (1988).

15 / 39
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σ2

[m + γ(τ)]d/2
ϕ

(
||h||2

m + γ(τ)

)
, h ∈ Rd , τ ∈ R

construction de Gneiting (2002).
I Si H(s) = s, M = 0 et G(s, s′) = G∗(s) + G∗(s′)
⇒ construction de Stein (2005).

I Si M = Id+1, H(s, t) = s + µt et G((s, t); (s′, t ′)) = (t − t ′)2D
⇒ construction de Cox and Isham (1988).
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Illustration "Cyclone"

c©Martin Schlather. Simulé grâce au package RandomFields.
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Modèle multivarié spatio-temporel

Contexte
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France

Emplacement de 13 stations Météo-France. Etoiles: stations de validation
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Retour sur la séparabilité

Séparabilité complète

C(k) = A ρS(h) ρT (u)

Alors,
Σ = A⊗ CS ⊗ CT ,

Séparabilité spatio-temporelle

ρST (k) = ρS(h) ρT (u)

⇐⇒

Cov
{

Z (s, t),Z (s′, t ′)
}
∝ Cov

{
Z (s, t),Z (s′, t)

}
Cov

{
Z (s′, t),Z (s′, t ′)

}
,

I Les interactions complexes ne sont pas modélisées
I En contexte multivarié, cela implique que chaque variable est caractérisée par la

même fonction de corrélation spatio-temporelle.
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Modèle multivarié spatio-temporel
Idée générale
Combinerla non séparabilité spatio-temporelle du modèle de Gneiting avec la non
séparabilité du modèle multivarié de Matérn flexible.

Résultat principal Bourotte et al. (2016)

Le modèle multivarié de Gneiting-Matérn noté CM =
[
CMij (·, ·)

]p

i,j=1
, avec

CMij (h, u) =
σiσj

ψ(u2)d/2
ρijM

(
h

ψ(u2)1/2
; rij , νij

)
, (h, u) ∈ Rd × R, (1)

est une matrice de fonctions de covariances valides si, pour tout i, j = 1, . . . , p,

rij = (r2
i /2 + r2

j /2)1/2; νij = (νi + νj )/2,

ρij = βij
Γ(νij )

Γ(νi )1/2Γ(νj )1/2

r
νij
ij

(rνi
i r

νj
j )1/2

,

avec ri , νi > 0 et 0 < λ ≤ 2, et où β =
[
βij
]p

i,j=1 est une matrice de corrélation, et
ψ(t), t ≥ 0, est une fonction positive qui peut s’écrire c + γ(t), où c > 0 et γ(t) est un
variogramme.
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Modèle particulier

Gneiting-Matérn

ψ(x) = (αxa + 1)b, x ≥ 0,

avec α > 0, 0 < a ≤ 1, 0 ≤ b ≤ 1.

Cij (h, u) =
σiσj

(α|u|2a + 1)b/2
ρijM

(
h

(α|u|2a + 1)b
; rij , νij ,

)
, (h, u) ∈ Rd × R,
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Simulation

Champ Gaussien Gneiting-Matérn spatio-temporel bivariés à 3 temps consécutifs. En haut: variable régulière
(ν1 = 1.5 and r1 = 1); en bas: variable moins régulière (ν2 = 0.5 and r2 = 0.5). la corrélation est ρ12 is set to
0.5.
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Estimation des paramètres

Problème
I le maximum de vraisemblance nécessite O

(
(np)3) opérations (déterminant et

inverse de la matrice de covariance np × np)
I Il y a (p + 2)(p + 3)/2 paramètres à estimater, i.e. 15 paramètres lorsque p = 3

Solution: utiliser la vraisemblance composite
I produits de vraisemblances plus petites
I aisée à calculer

Cf. Varin et al. (2011) pour une revue
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Pairwise Composite Likelihood

I Pairwise marginal Gaussian log-likelihoods computed on pairs of data (Bevilacqua
et al., 2014; Bevilacqua and Gaetan, 2015)

`(i, j, sα, sβ , tα, tβ ; θ).

I The Weighted Pairwise log-Likelihood (WPL) is thus

wpl(θ) =
∑

(i,j,α,β)∈Λ

`(i, j, sα, sβ , tα, tβ ; θ)wαβ , θ ∈ Θ,

I The computational cost is O
(
(np)2).

I Can be reduced by only considering pairs such that

(‖h‖, u) ≤ (dS , dT ).

Here, dS = 500 km and dT = 2 days
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Relative efficiency of estimation

Simulation setting
I Mimicking the conditions of weather data
I Three variables, 13 same locations. Estimation using 11 stations, validation on the

others
I 30 days, 13 stations, 3 variables = 1170 values.
I 100 repetitions
I Do FL, WCL and prediction on 2 | 11 stations

For each parameter i = 1, . . . , 15 compute

bsi = ( ¯̂θi − θi ); sd2
i =

100∑
j=1

(θ̂j,i −
¯̂θi )

2/100; rmsei =

√
bs2

i + sd2
i

Then,
rrei = rmseFL

i /rmseWPL
i ,

is the Root Relative Efficiency of WPL compared to FL.
I When rre < 1, FL is more efficient that WPL
I Conversely when rre > 1
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Relative efficiency of estimation: results

σ1 σ2 σ3 β12 β13 β23
WPL FL WPL FL WPL FL WPL FL WPL FL WPL FL

bs2 (10−5) 0.18 5.13 1.13 2.54 3.48 17.1 1.02 5.77 6.30 4.50 7.96 5.35

sd2 (10−3) 1.73 0.84 1.40 0.59 1.24 0.63 8.47 0.26 7.86 0.29 10.8 0.36
rmse 0.042 0.030 0.038 0.025 0.036 0.028 0.092 0.018 0.089 0.018 0.104 0.020
rre 0.72 0.66 0.79 0.19 0.21 0.19

ν1 ν2 ν3 α a b
WPL FL WPL FL WPL FL WPL FL WPL FL WPL FL

bs2 (10−3) 2.63 3.48 1.75 6.30 0.60 2.95 0.132 2.82 0.001 0.018 1.000 27.0

sd2 (10−3) 9.71 4.30 13.1 8.95 3.81 1.82 11.4 4.70 5.08 0.699 52.7 19.4
rmse 0.111 0.088 0.122 0.123 0.066 0.069 0.107 0.087 0.071 0.027 0.232 0.215
rre 0.79 1.01 1.04 0.81 0.38 0.93

1/r1 1/r2 1/r3
WPL FL WPL FL WPL FL

bs2 218.5 911.6 61.8 473.9 516.6 4539.3

sd2 2300.0 856.1 1127.1 682.4 9629 6788.9
rmse 50.2 42.0 34.5 34.0 100.7 106.4
rre 0.84 0.99 1.06
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Validation on prediction

We compare space-time separable (S) and non-separable (NS) models, and models
with equal (E) or different (D) smoothness and scale parameters.

1. S-E: b = 0; all components have equal smoothness and scale parameters.

Σ = A⊗ CS ⊗ CT

2. NS-E: 0 < b ≤ 1; all components have equal smoothness and scale parameters.
This model is space-time non-separable, but it has the same space-time
covariance for all variables.

Σ = A⊗ CST

3. S-D: b = 0; each component has its own smoothness and scale parameters, but it
is space-time separable.

Σ = B⊗ CT

where B is non separable spatial multivariate covariance.

4. NS-D: 0 < b ≤ 1; each component has its own smoothness and scale
parameters, and it is not space-time separable. It is the new full non-separable
model
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Validation scores

MSE =
1

6|T |
∑
t∈T

6∑
j=1

(z̃ t
j − z t

j )2.

CRPS =
1

6|T |
∑
t∈T

6∑
j=1

crps(Φt
j , y

t
j ).

with crps(F , z) =
∫∞
−∞[F (u)− H(u − z)]2du = σ̃t

j {z̃[2Φ(z̃)− 1] + 2φ(z̃)− π−1/2}

LogS =
1

6|T |
∑
t∈T

6∑
j=1

{
ln σ̃j +

(z̃ t
j − z t

j )2

2σ̃2
j

}
.
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Validation results

Sim. Data: WPL Sim. Data: FL
RMSE CRPS LogS RMSE CRPS LogS

S-E 0.494 0.278 4.070 0.489 0.274 3.792
NS-E 0.488 0.274 3.903 0.488 0.273 3.782
S-D 0.490 0.277 4.091 0.484 0.271 3.733
NS-D 0.485 0.271 3.789 0.484 0.271 3.723

Mean of the prediction scores RMSE, CRPS, LogS, according to models S-E, NS-E, S-D and NS-D. For simulated
data, with Weighted pariwise Likelihood (WPL) and Full Likelihood (FL) estimates. For data set, WPL is used.
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Western France weather dataset
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France

Location of the 13 weather stations over western France. With stars: validation stations
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Pre-processing

I Three variables: solar radiation, R, temperature, T, and humidity, H.
I Space-time interaction is expected due to prevailing westerly winds
I Standardization

Yi (s, t) = µi (s) + σi (s)Zi (s, t) i ∈ {R,T,H} (s, t) ∈ R2 × R.
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The full model

Need for a purely temporal process

Zi (s, t) = Xi (t) + Wi (s, t) i ∈ {R,T,H}, (s, t) ∈ R2 × R.

Hence,

γ
(Z)
ii (h, 0) = γ

(X)
ii (0) + γ

(W)
ii (h, 0) −→

h→∞

[
σ

(W)
i

]2

γ
(Z)
ii (0, u) = γ

(X)
ii (u) + γ

(W)
ii (0, u) −→

u→∞

[
σ

(X)
i

]2
+
[
σ

(W)
i

]2
= 1.

We further suppose that W follows a Gneiting-Matérn covariance function and that the
temporal process X has covariance function

C(X)
ij (u) = σ

(X)
i σ

(X)
j β

(X)
ij /(α(X)|u|2a(X)

+ 1),

with i, j ∈ {R,T,H} and u ∈ R.
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Model fitting: spatial
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Figure: Spatial direct and cross-covariance functions for R, T and H. Points: empirical values. Solid
line: model NS-D with parameters estimated using WPL. Left panel: u = 0. Right panel: u = 1.
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Model fitting: temporal
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Figure: Temporal direct and cross-covariance functions for R, T and H. Left panel: h = 0. Right
panel: ‖h‖ = 199 km.
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Validation with model NS-D
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Figure: Prediction of Radiation, Temperature and Humidity at the two validation stations, Le Rheu
(Brittany) and Bourran (Aquitaine). Black points: true values. Dotted lines: conditional expectation.
Shaded area: 90% envelope interval, computed on 100 simulations.
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Validation and interpretation

RMSE CRPS LogS
S-E 0.433 0.222 0.440
NS-E 0.446 0.228 0.467
S-D 0.417 0.215 0.405
NS-D 0.417 0.216 0.397

Prediction scores RMSE, CRPS, LogS, according to
models S-E, NS-E, S-D and NS-D. Estimation with
WPL.

σRT σRH σTH
Process X −0.16 −0.05 0.28
Process W −0.29 −0.39 0.03
Process Z −0.45 −0.44 0.31
Empirical −0.38 −0.42 0.25

Empirical and estimated covariance coefficients
σij = σiσjρij , with i, j ∈ {R, T ,H} for the model
NS-D.
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Pour aller plus loin
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Packages

Aller lire la Task View "Handling and Analyzing Spatio-Temporal Data" (E. Pebesma)

I spacetime: pour typer et gérer des données spatio-temporelles. Créer des types
de données différents. Mais aussi SpatioTemporal, stpp, adehabitatLT

I Pour les données géostatististiques, la plupart des packages spatiaux ont des
extensions spatio-temporelles: gstat, Randomfields, mais aussi spTimer,
Stem, ...

I Processus de points: splancs, stpp, ptproc, ...
I Données sur lattice: surveillance, splm, ...
I Données de trajectoire: trip, diveMove, move, animalTrack, ...
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RESSTE

http://informatique-mia.inra.fr/resste/
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