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20/09 Principes de la démarche bayésienne en statistique (Samuel)
04/10 Initiation aux modèles graphiques (Emily)
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06/12 Séminaire 2 d’ouverture : Approche bayésienne pour la
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Incluant des ajouts de Samuel Soubeyrand (notamment des diapositives de la soutenance de thèse de Candy Abboud) pour le cycle d’apprentissage « Introduction à la statistique Bayésienne » - 8 nov. 2021 
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En pratique,
- on procède à la sélection du « meilleur » modèle (5-6) (ou on agrège les modèles (7))
- puis on étudie la stabilité des résultats (2) et le goodness-of-fit (3-4)
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Une myriade d’approches pour l’évaluation de modèles

Cet exposé n’en donne qu’un éclairage très partiel à travers des méthodes relativement simples et généralement intuitives



Karl Popper (philosophe né en 1902 à Vienne)

• K. Popper a publié plusieurs ouvrages importants, 
noƚammenƚ ͞The logic of Ɛcienƚific diƐcoǀeƌǇ͟ en ϭϵϱϵ 

• Certaines de ses idées sont utiles pour comprendre les 
objecƚifƐ eƚ limiƚeƐ de l͛éǀalƵaƚion deƐ modèleƐ



Quelques idées de Popper

ͻ Scientifiques = « problem-solvers »

ͻ Nous ne pouvons jamais prouver nos théories scientifiques, 
nous pouvons simplement les confirmer (provisoirement) ou 
réfuter (définitivement)

ͻ Les théories non falsifiées restent, les autres sont 
ƌemƉlacéeƐ Ɖaƌ d a͛ƵƚƌeƐ ƚhéoƌieƐ

SamuelS
Comprendre « non réfutées »

SamuelS

SamuelS
Théorie de la vie (i.e., de l’évolution) et théorie de la connaissance répondent pour Popper à un même processus de progression par essai et élimination de l'erreur



Hirotugu Akaïke (statisticien né en 1927 au Japon)

• H. Akaïke est célèbre pour avoir proposé un critère 
d͛éǀalƵaƚion ƉoƵƌ leƐ modèleƐ ͗ le cƌiƚèƌe d A͛kaïke 

• Ce cƌiƚèƌe eƐƚ acƚƵellemenƚ l͛Ƶn deƐ ƉlƵƐ ƵƚiliƐéƐ ƉoƵƌ 
évaluer les modèles

SamuelS
et est à la base de nombreux être critères dans sa façon de faire l’équilibre entre ajustement aux données et complexité du modèle



Le cƌiƚèƌe d A͛kaike (AIC, 1973)

AIC =-2 ĺn(L)+ 2 ṕ

• Estimation de la distance entre deux distributions de probabilité : 

la distribution définie par le modèle et le vrai processus qui génère les données

• Un outil populaire pour le choix des modèles : 

le meilleur modèle est celui avec le plus petit AIC   

Vraisemblance Nombre de paramètres

SamuelS

SamuelS
AIC = - 2 ln(L) + 2p



Georges Box (statisticien né en 1919 en Angleterre)

Il est connu pour avoir défini une procédure pour développer, 
évaluer et sélectionner des modèles statistiques permettant 
d͛analǇƐeƌ deƐ ƐéƌieƐ chƌonologiƋƵeƐ͘ 



La procédure de Box-JenkinƐ ƉŽƵƌ l͛analǇƐe 
des séries chronologiques (1979)

i. Définir un modèle

ii. Estimer les paramètres

iii. Evaluer le modèle 

iv. Prédire

"Essentially, all models are wrong, but some are useful"



Quelques idées importantes

ͻ Un modèle n͛eƐƚ jamaiƐ ǀalidé, mais peut être évalué

ͻ Il est souvent utile de considérer plusieurs modèles candidats pour 
résoudre un problème donné  

ͻ ImƉoƌƚanƚ d͛éǀalƵeƌ leƐ modèleƐ aǀec deƐ critères explicites liés à 
leurs utilisations pratiques

ͻ L͛éǀalƵaƚion de modèle eƐƚ Ƶn processus itératif 

SamuelS
(pour en sélectionner un ou pour les associer)
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Sensibilité à quoi ?

• Sensibilité à la distribution a priori

• Sensibilité à certaines caractéristiques de la 
fonction de vraisemblance

• Sensibilité à certaines données



Figure 2.1. Mesures de teneur en protéines, transmittance et indice de nutrition 
azotée obtenues sur 43 sites-années de Beauce. 
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Y =a0 +a1X1 +a2X2 +e

e ~ N(0,s 2 )

a0,a1,a2 ~ N(0,104 )

s 2 ~ Unif (0,1000)

Vraisemblance

A priori



ɲ0 ɲ1

ɲ2 ʍ2
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Principe
• Véƌifieƌ ƋƵe le modèle Ɛ͛ajƵƐƚe de manièƌe ƐaƚiƐfaiƐanƚe aƵǆ donnéeƐ

• Comparer une quantité             à des valeurs simulées de cette quantité, 
notées
où y et ys sont respectivement le jeu de données utilisé pour construire le 
modèle et le jeu de données simulées avec ce modèle.

• On calcƵle la Ɖƌobabiliƚé ƋƵe                             oƵ                           ͕ c͛eƐƚ-à-dire la 
probabilité que le modèle soit plus extrême que les observations. 

• Exemples 

Q(y)
Q(ys)

Q(ys) > Q(y) Q(ys) < Q(y)

Q(y) = ymin Q(y) = ymax Q(yi,q) =
[yi -E(Yi |q )]2

var(Yi |q )

P[Q(ys) < Q(y)] P[Q(ys) > Q(y)] P[Q(ysi,q) > Q(yi,q)]



𝑌~𝑃𝑜𝑖𝑠𝑠𝑜𝑛ሺߣሻ

ln ߣ ൌ ߙ  ଵ𝑋ଵߙ  ଶ𝑋ଶߙ  ଷ𝑋ଷߙ



Max mumber of roaches in an apartment

Model Poisson

https://cran.r-project.org/web/packages/bayesplot/vignettes/graphical-ppcs.html

SamuelS
Une densité-dépendance certainement mal représentée par le modèle 



Max mumber of roaches in an apartment

Model Negative binomial

https://cran.r-project.org/web/packages/bayesplot/vignettes/graphical-ppcs.html



ysi =a0s +a1sx1i +a2sx2 i +esi

esi ~ N(0,s s
2 )

[q | y] qs = a0s,a1s,a2s,s s( )'



[q | y]y

ysqs

Q(y) = ymax = max{y} Q(yss) = max{ys}



[q | y]y

ysqs

Q(yi,qs) =
[yi -E(Yi |qs)]

2

var(Yi |qs)
Q(ysi,qs) =

[ysi -E(Yi |qs)]
2

var(Yi |qs)





Limites

• Pas de seuil de probabilité objectif

• Les mêmes données sont utilisées pour estimer les paramètres 
et prédire 

• Pas de vraies prédictions

• Vision trop optimiste
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Principe

• Méthode souvent utilisée pour évaluer la précision des 
ƉƌédicƚionƐ d͛Ƶn modèle

• EǀalƵaƚion deƐ ƉƌédicƚionƐ aǀec deƐ donnéeƐ ƋƵi n͛onƚ ƉaƐ éƚé 
utilisées pour développer le modèle

9 Le jeu de données est découpé en sous-groupes. 
9 Les données de chaque sous-groupe sont prédites en développant le 

modèle avec les données non incluses dans ce sous-groupe

• Approche pas spécifiquement bayésienne

• Eƚaƚ d͛eƐƉƌiƚ ͨ data science »

SamuelS
« statistique fréquentiste »



Y

X1

Prédire une teneur en protéines

Prédicteur:

𝑃ሺ𝑋ଵ,𝑋ଶሻ ൌ 𝐸 𝑌ห𝑋ଵ, 𝑋ଶ, 𝑦ଵ:ே

SamuelS
(x,y)

SamuelS
1:N

SamuelS



y1
y2
y3
...
y22

y23
y24
͙
y43

[q | y1:22 ]

[q | y23:43]

E(Y1 | X1,1, X2,1, y23:43)
E(Y2 | X1,2, X2,2, y23:43)

E(Y22 | X1,22, X2,22, y23:43)

E(Y23 | X1,23, X2,23, y1:22 )
E(Y24 | X1,24, X2,24, y1:22 )

E(Y43 | X1,43, X2,43, y1:22 )



𝐸 𝑌ȁ𝑋ଵ, 𝑋ଶ, 𝑦ଵ:ିଵ, 𝑦ାଵ:ே ൌ 𝐸 𝑌ȁ𝑋ଵ, 𝑋ଶ, 𝑦ሺሻ

SamuelS
=

SamuelS

SamuelS

SamuelS

SamuelS



y1
y2
y3
...
y22

y23
y24
͙
y43

[q | y(1) ]

E(Y1 | X1,1, X2,1, y(1) )



y1
y2
y3
...
y22

y23
y24
͙
y43

[q | y(2) ]

E(Y2 | X1,2, X2,2, y(2) )



y1
y2
y3
...
y22

y23
y24
͙
y43

[q | y(3) ]

E(Y3 | X1,3, X2,3, y(3) )



EQMP =
1
43

[yi -E(Yi | X1i, X2i , y(i ) )]
2

i=1

43
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SamuelS
Formule de « l’erreur quadratique 
moyenne prédite » avec validation 
croisée :



EQMP=1.09
(0.99 sans VC)

SamuelS
Graphe des erreurs individuelles avec et sans VC

SamuelS
Interprétation : En moyenne, l’écart entre la vraie valeur et la prédiction est de sqrt(1.09) pour une variable (teneur en protéine (%)) qui varie entre 9 et 16 dans l’échantillon



EQMP=
1
43

[yi -E(Yi | X1i,X2i , y(i ) )]
2

i=1

43

 

SamuelS
Formule de « l’erreur quadratique 
moyenne prédite » avec validation 
croisée :

SamuelS
Si Y est une variable binaire {0,1}, alors la prédiction est la probabilité que Y=1 et l’EQMP correspond au Brier score (qui peut aussi être défini pour une variable catégorielle)

Noter que l’on peut donner :
- la probabilité a posteriori de l’EQMP plutôt qu’une seule valeur, afin de se ramener à un cadre bayésien
- un EQMP « local » en fonction d’une covariable d’intérêt (transmitance, position spatiale, temps…)



Task 1: Recover the introduction of pathogen dynamics Application - Xylella fastidiosa (Xf)

Goodness-of-fit

The Brier Score is computed as follows:

BS = 1
I

Iÿ

i=1

!
Yi ≠ u(ti, xi)

"2
.

I the number of sampled hosts
Yi observed sanitary status
u(ti, xi) the solution of the model given �

Median Mean CI (95%)

BS 0.0828 0.0828 [0.0827; 0.0829]

Candy ABBOUD Infer and Predict Invasive Species’ Dynamics 24 / 40



Task 1: Recover the introduction of pathogen dynamics Application - Xylella fastidiosa (Xf)

Goodness-of-fit

The local Brier Score (LBS) based on the k-NN satisfies:

LBSk(i) = 1
k + 1

ÿ

iÕœifiVk(i)

!
YiÕ ≠ u(tiÕ , xiÕ)

"2; i = 1, · · · , I.

Proportion of values larger than 0.25: 0.062

Posterior mean of the local k−NN Brier score

D
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Principe

• Permet de comparer deux modèles M1 et M2

• Rapport de probabilité des observations pour chacun des modèles

• Plus ce rapport est grand, plus les données sont en faveur
du modèle 1 

• Difficile à calculer en pratique mais des approximations existent



SamuelS

SamuelS
:



B12 = [y ∣ M1]
[y ∣ M2]

=
[M1 ∣ y][y]

[M1]
[M2 ∣ y][y]

[M2]

= [M1 ∣ y]
[M2 ∣ y]

[M2]
[M1]

B12 = [M1 ∣ y]
[M2 ∣ y] si [M1] = [M2]

B12log10 B12

SamuelS
Ré-écrivons le facteur de Bayes

SamuelS
Que dire selon la valeur du facteur de Bayes (Kass and Raftery, 1995)

SamuelS

SamuelS



Approximation par Importance Sampling

𝑚ௌூ y ൌ
1
𝑇
௧ୀଵ

்

yȁߠ௧

SamuelS
où les paramètres sont simulées selon une
loi de proposition de densité g

SamuelS
où les paramètres sont simulées selon la
loi a priori

SamuelS
de [y|M] pour calculer le facteur de bayes

SamuelS
https://www.rocq.inria.fr/axis/COMPSTAT2010/TU-marin_paper.pdf
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BIC = -2 ĺn L q̂ML( ) 
 

 
 + p ĺog n( )

DIC = E -2ln L q( ) 
 

 
 { }+ pD

AIC = -2 ĺn L q̂ML( ) 
 

 
 + 2 ṕ

CeƐ cƌiƚèƌeƐ déƉendenƚ de la ƋƵaliƚé d͛ajƵƐƚemenƚ dƵ mŽdèle aƵǆ dŽnnéeƐ 
et de la complexité du modèle 

Ils ont différentes origines et différentes significations 

L q̂ML( ) = y |q̂ML
 
 

 
 

SamuelS

SamuelS

SamuelS

SamuelS

SamuelS
[    ]

SamuelS
http://www.stat.columbia.edu/~gelman/research/published/waic_understand3.pdf

SamuelS

SamuelS
ln



Akaïke Information Criterion

• L͛AIC eƐƚ déƌiǀé de la diƐƚance KƵllback-Leibler 

• Il meƐƵƌe la Ɖeƌƚe d͛infoƌmaƚion ƋƵi ƌéƐƵlƚe de 
l͛ƵƚiliƐaƚion d͛Ƶn modèle ƉoƵƌ eƐƚimeƌ le ƉƌoceƐƐƵƐ à 
l͛oƌigine deƐ donnéeƐ 

• Son calcƵl eƐƚ baƐé ƐƵƌ l͛eƐƚimaƚion deƐ ƉaƌamèƚƌeƐ 
par maximum de vraisemblance

AIC = -2 ĺn L q̂ML( ) 
 

 
 + 2 ṕ

SamuelS

SamuelS



• Le BIC eƐƚ déƌiǀé d͛Ƶne aƉƉƌoǆimaƚion dƵ facƚeƵƌ de BaǇeƐ

• Son calcul est basé sur une estimation des paramètres par 
maximum de vraisemblance

ln(B21) ln
L1(q̂ML.1)
L2(q̂ML.2 )

æ

 
  

 

ø
÷÷+

p2 - p1( )
2

ln n( )

            ln L1(q̂ML.1)( )- p1

2
ln n( )- ln L2 (q̂ML.2 )( )- p2

2
ln n( )

 

 
 

 

 
 

            0.5BIC2 -0.5BIC1

BIC =-2 ĺn L(q̂ML)( ) + p ĺn n( )

Bayesian Information Criterion
(Schwarz’s criterion)

SamuelS

SamuelS

SamuelS

SamuelS

SamuelS

SamuelS

SamuelS

SamuelS
=

SamuelS
=

SamuelS
=

SamuelS



Deviance Information Criterion

• Calculé à partir des simulations MCMC

• PaƐ beƐoin de l͛eƐƚimaƚeƵƌ dƵ maǆimƵm de ǀƌaiƐemblance

• Calcul intégré à WinBUGS

Dev(q) =-2ln L(q)    

DIC = Eq Dev(q ) | y    + Eq Dev(q ) | y    -Dev Eq (q | y)    { }
DIC = Eq Dev(q ) | y    + pD

Spiegelhalter et al. (2002)

SamuelS
[                ]

SamuelS
[                ]

SamuelS
[                ]

SamuelS
[             ]



Exemple

Evaluation de trois modèles

seulement SPAD

seulement INN

SPAD et INN

M1 :Y =a0 +a1X1 +e

M2 :Y =a0 +a2X2 +e

M3 :Y =a0 +a1X1 +a2X2 +e



Figure 2.1. Mesures de teneur en protéines, transmittance et indice de nutrition 
azotée obtenues sur 43 sites-années de Beauce. 
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Teneur en protéines des grains de blé vs. Transmitance et 
INN pour 43 sites-années en France

Barbottin et al. (2008)
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Tableau 2.4. AIC, DIC et Rð des trois modqles linpaires. L¶AIC et le Rð ont ptp calculps apUqs 
avoir estimp les paramqtres par les moindres caUUps ordinaires. Le DIC a ptp calculp avec 
20000 itprations de l¶pchantillonneur de Gibbs UpaliVpes apUqs une ppriode de chauffe de 

5000 itprations. 
 

Modèle AIC BIC DIC R² 

M1 149.22 152.74 149.41 0.11 

M2 129.74 133.26 129.93 0.43 

M3 129.82 135.10 130.11 0.46 

 

DIC calculé avec 20000 itérations de WinBUGS 

AIC, BIC et R² calculés avec des valeurs de paramètres estimées avec glm de R 

AIC, BIC et DIC des trois modèles



Watanabe AIC (WAIC)

Tokyo Institute of Technology
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P(yͮɽs)

ɽs

yyi

P(yiͮɽs)

P(ɽ |D)

ɽ |D

Posterior distribution 

Predictive distribution 

ɽs



Trop optimiste
y1͕ ͙͕ yn utilisées deux fois (estimation & prédiction)
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Méthode de Watanabe (2010) :

SamuelS
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Egale à la validation croisée (asymptotiquement)
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SamuelS
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Peut être facilement calculé avec le R package loo











Task 1: Recover the introduction of pathogen dynamics Application - Xylella fastidiosa (Xf)

Strategy

Estimate the date and the location of the introduction point and
the other parameters of the dynamics for di�erent T̃

Select T̃ by minimizing: BIC, DIC1, DIC2 and IC
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Task 1: Recover the introduction of pathogen dynamics Application - Xylella fastidiosa (Xf)

Application: Selection of T̃
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Task 1: Recover the introduction of pathogen dynamics Application - Xylella fastidiosa (Xf)

Application: Selection of T̃

Temperature (°C)

B
IC

4.0 4.5 5.0 5.5 6.0

4971

4973

4981

5006

5071

5321

Temperature (°C)

D
IC

1

4.0 4.5 5.0 5.5 6.0

4878

4880
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4913

4978

5228

Temperature (°C)

D
IC

2

4.0 4.5 5.0 5.5 6.0

4915

4923

4948

5013

5263

Temperature ( °C)

IC

4.0 4.5 5.0 5.5 6.0

4849

4851

4859

4884

4949

5199
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1. Introduction

2. Analyse de sensibilité

3. Vérification de la qualité des prédictions a posteriori

4. Validation croisée

5. Facteur de Bayes

6. Vraisemblance pénalisée et déviance

7. Combinaison de modèles

8. Conclusion



Les limites de la sélection

• Parfois, plusieurs modèles ont des performances très 
proches

• La Ɛélecƚion d͛Ƶn modèle condƵiƚ à ignoƌeƌ l͛inceƌƚiƚƵde 
dans la procédure de sélection

• La sélection peut conduire à sous-eƐƚimeƌ l͛inceƌƚiƚƵde 
sur les valeurs des paramètres



Bayesian Model Averaging (BMA)

M1 M2 MJ͙

D̂1 = E D y, M1( ) D̂2 = E D y, M2( ) D̂J = E D y, MJ( )

D̂ = w1D̂1 + w2D̂2 +... + wJD̂J



Bayesian Model Averaging (BMA)

E D y( ) = wiD̂i
i=1

J

å

D̂i = E D y, Mi( )

wi = [Mi | y]



Task 2: Investigate the application of BMA using PDE models

BMA Strategy
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Task 2: Investigate the application of BMA using PDE models Application – Xf

In & out-of-sample Predictions

May 2017 – January 2019

Best prediction Best Sd

[0 , 0.148] [0 , 0.02]

BMA prediction BMA Sd

[0.001 , 0.048][0 , 0.129]

Climatology Kernel smoothing

[0.098 , 0.098] [0 , 0.319]

bw: 15km

In
-s
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pl

e 
pr

ed
ict

io
ns

O
ut

-o
f-s

am
pl

e p
re

di
ct

io
n Kernel smoothing

bw: 15km

[0, 0.166]

July 2015 –April 2017

Candy ABBOUD Infer and Predict Invasive Species’ Dynamics 32 / 40



Task 2: Investigate the application of BMA using PDE models Application – Xf

Root-mean-square error (RMSE)
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E
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RMSE curves showing the out-of-sample predictive behaviour of the BMA

compared to the best model, the climatology and the kernel smoothing.
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Utilisation de variables indicatrices

• Définition de variables aléatoires binaires indiquant si les 
variables explicatives sont incluses ou non dans le modèle

• Estimation des distributions a posteriori des variables 
binaires avec les données

• La probabilité de chaque variable binaire indique si la 
ǀaƌiable eǆƉlicaƚiǀe coƌƌeƐƉondanƚe a de bonne chance d͛être 
incluse ou non



0 ou 1 0 ou 1

p1 ~ Bern(1/ 2)
p 2 ~ Bern(1 / 2)

A priori





• Pas toujours possible de tester tous les modèles possibles

Ex : 20 variables explicatives Æ 1 048 576 modèles linéaires

• On doiƚ aloƌƐ ͙ Ɛélecƚionneƌ Ƶn ƐoƵƐ enƐemble de modèleƐ



1. Introduction

2. Analyse de sensibilité

3. Vérification de la qualité des prédictions a posteriori

4. Validation croisée

5. Facteur de Bayes

6. Vraisemblance pénalisée et déviance

7. Combinaison de modèles

8. Conclusion
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Conclusion

• L͛ analǇƐe de ƐenƐibiliƚé Ɖeƌmeƚ d͛éƚƵdieƌ la ƌobƵƐƚeƐƐe deƐ 
résultats à certaines hypothèses du modèle

• L͛ analǇƐe Ɖƌédicƚiǀe a ƉoƐƚeƌioƌi Ɖeƌmeƚ d͛éǀalƵeƌ la 
plausibilité du modèle

• Différents critères peuvent être utilisés pour sélectionner 
un modèle parmi plusieurs modèles candidats. Il est 
ƌecommandé d͛ƵƚiliƐeƌ ƉlƵƐieƵƌƐ cƌiƚèƌeƐ ƉoƵƌ éǀalƵeƌ eƚ 
sélectionner des modèles. 

• Il peut parfois être intéressant de combiner plusieurs 
modèleƐ͕ ƉlƵƚƀƚ ƋƵe d͛en ƵƚiliƐeƌ Ƶn ƐeƵl 

SamuelS
Possibilité de donner la distribution a posteriori
de votre critère d’évaluation favori (ex. Brier score)

SamuelS
associer


