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En pratique,

- on procede a la sélection du « meilleur » modele
(5-6) (ou on agrege les modeles (7))

- puis on étudie la stabilité des résultats (2) et 1le
goodness-of-fit (3-4)
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En pratique,
- on procède à la sélection du « meilleur » modèle (5-6) (ou on agrège les modèles (7))
- puis on étudie la stabilité des résultats (2) et le goodness-of-fit (3-4)
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Une myriade d’approches pour 1’évaluation de modeles

Cet exposé n’en donne gqu’un éclairage tres partiel a
travers des méthodes relativement simples et généralement
intuitives
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Une myriade d’approches pour l’évaluation de modèles

Cet exposé n’en donne qu’un éclairage très partiel à travers des méthodes relativement simples et généralement intuitives


Karl Popper (philosophe né en 1902 a Vienne)

» K. Popper a publié plusieurs ouvrages importants,
notamment “The logic of scientific discovery” en 1959

* Certaines de ses idées sont utiles pour comprendre les
objectifs et limites de I'évaluation des modeles

& 4
S Karl Popper(1902-1994)




Quelques idées de Popper

e Scientifiques = « problem-solvers »

e Nous ne pouvons jamais prouver nos théories scientifiques,
nous pouvons simplement les confirmer (provisoirement) ou
réfuter (définitivement)

Comprendre « non réefutées »
e Les théories|non falsifiées|restent, les autres sont
remplacées par d’autres théories

Théorie de la vie (i.e., de 1l’évolution) et théorie de la
connaissance répondent pour Popper a un méme processus de
progression par essai et élimination de 1'erreur
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Comprendre « non réfutées »
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Théorie de la vie (i.e., de l’évolution) et théorie de la connaissance répondent pour Popper à un même processus de progression par essai et élimination de l'erreur


Hirotugu Akaike (statisticien né en 1927 au Japon)

H. Akaike est célebre pour avoir proposé un critere
d’évaluation pour les modeles : le critere d’Akaike

Ce critere est actuellement l'un des plus utilisés pour
évaluer les modeles

et est a la base de
nombreux étre criteres
dans sa facon de faire
1"égquilibre entre
ajustement aux données
et complexité du
modele
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et est à la base de nombreux être critères dans sa façon de faire l’équilibre entre ajustement aux données et complexité du modèle


Le critere d’Akaike (AIC, 1973)

AIC =-21In(L) + 2p

/]

Vraisemblance Nombre de parametres

« Estimation de la distance entre deux distributions de probabilité :

la distribution définie par le modele et le vrai processus qui génere les données

» Un outil populaire pour le choix des modéles :

le meilleur modéle est celui avec le plus petit AIC
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SamuelS
AIC = - 2 ln(L) + 2p


Georges Box (statisticien né en 1919 en Angleterre)

Il est connu pour avoir défini une procédure pour développer,
évaluer et sélectionner des modeles statistiques permettant
d’analyser des séries chronologiques.




La procédure de Box-Jenkins pour I’'analyse
des séries chronologiques (1979)

i. Définir un modele .

ii. Estimer les parametres

lii. Evaluer le modele

iv. Prédire

"Essentially, all models are wrong, but some are useful"



Quelques idées importantes

e Un modele n’est jamais validé, mais peut étre évalué

e || est souvent utile de considérer plusieurs modeles candidats pour
résoudre un probleme donné

(pour en sélectionner un ou pour les associer)

e Important d’évaluer les modeles avec des criteres explicites liés a
leurs utilisations pratiques

e |'évaluation de modele est un processus itératif
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(pour en sélectionner un ou pour les associer)


1. Introduction

2. Analyse de sensibilité

3. Vérification de la qualité des prédictions a posteriori
4. Validation croisée

5. Facteur de Bayes

6. Vraisemblance pénalisée et déviance

7. Combinaison de modeéles

8. Conclusion



Sensibilité a quoi ?
* Sensibilité a la distribution a priori

* Sensibilité a certaines caractéristiques de la
fonction de vraisemblance

e Sensibilité a certaines données
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Vraisemblance

Y=a,+aX +a,X +¢&
e~ N(0,07%)

A priori
a,,a,a, ~N(0,10%)
o’ ~Unif (0,1000)
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valeurs.
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Principe
* \Vérifier que le modele s’ajuste de maniere satisfaisante aux données

« Comparer une quantité Q(¥) a des valeurs simulées de cette quantité,
notées Q(ys)

ou y et y, sont respectivement le jeu de données utilisé pour construire le
modele et le jeu de données simulées avec ce modele.

* On calcule la probabilité que Q(ys) > Q(}/) ou Q(ys) < Q(_V), c’est-a-dire la

probabilité que le modele soit plus extréme que les observations.

* Exemples
_ _ _L-EY 0T
QY) = Yo Q) = Yo QY 0)=""— Y 19)

AQy)<QAy)] AQYy)>QYy)] Ay, 0)>Qy,0)]




> summary(roaches$y)
Min. 1st Qu. Median Mean 3rd Qu. Max.
0.00 0.00 3.00 25.65 24.00\ 357.00

Y~Poisson(A)

IN(1) = ap + a X, + a, X, + a3X;



https://cran.r-project.org/web/packages/bayesplot/vignettes/graphical-ppcs.html

T = max
T(_\' rcp)
| 7(v)

360 400 440 480

Max mumber of roaches in an apartment

Model Poisson

Une densité-dépendance certainement mal représentée par le modele
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Une densité-dépendance certainement mal représentée par le modèle 


https://cran.r-project.org/web/packages/bayesplot/vignettes/graphical-ppcs.html

T = max

T(_\' rcp)

| 70)

0 1000 2000 3000 4000 5000

Max mumber of roaches in an apartment

Model Negative binomial



Vi =0+ X; + O X, +Eg
)
e; ~ N(0,07)



QY) = Yyox = Max{y} Q(Y,) = max{y,}
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Observation (%)

16

15

Moyenne a posteriori (%)

Probabilité

0.8

0.6

0.4

0.2

0.0

Ecarts quadratiques individuels



Limites
* Pas de seuil de probabilité objectif

* Les mémes données sont utilisées pour estimer les parametres
et prédire

* Pas de vraies prédictions

* Vision trop optimiste
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Principe

* Méthode souvent utilisée pour évaluer la précision des
prédictions d’'un modele

 Evaluation des prédictions avec des données qui n‘ont pas été

utilisées pour développer le modele
v' Le jeu de données est découpé en sous-groupes.
v' Les données de chaque sous-groupe sont prédites en développant le
modele avec les données non incluses dans ce sous-groupe

* Approche pas spécifiguement bayésienne

* Etat d’esprit « data science »
« statistique fréquentiste »


SamuelS
« statistique fréquentiste »


Prédire une teneur en protéines

Prédicteur:

P(X1,X;) = E(Y|X1, X,

1

Y1:N

(%,¥), .
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(x,y)

SamuelS
1:N
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yl E(\{ | X1,19 ><2,19 y23:43)

y2 E(\é |X1,2a )(2,2: y23:43)
Y3 [‘9 | y1:22]

V. BV 1 X1 X Vo)
Yo3 E(Y; [ X 235 X035 Yio2)

You E(Y,, | X200 X240 Vi)

p— [8 | }/23:43]

Ya3 E(\{B | X1,439 Xz,43> y1:22)



E(Y1X1, X, Yri-1 Yisrn) = E(Y1X1, X2, y))

~ —
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Y22
Y23
Y24

Ya3

(01 Y]

EY ] X0 X0 Vi)



N~ E(\é | X1,29 Xz,za y(z))

Y22
27
Y23
Y24

Ya3
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Y22
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E(Y, [ X5 X5 ¥3))



Formule de « 1l’erreur quadratique
moyenne prédite » avec validation
croisée

143

EQMP= 4_32[}/, _ E(Y| ><1i> X2i9 y(i))]2
=1
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Formule de « l’erreur quadratique 
moyenne prédite » avec validation 
croisée :


Graphe des erreurs 1ndividuelles avec et sans VC

;\: @ 00

B EQMP=1.09

w

S o - (0.99 sans VC)
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o 7 Interprétation : En moyenne,

'8 1’écart entre la vraie|valeur et
5 la prédiction est de sqrt(1.09)
2 N pour une variable (tengur en

§ protéine (%)) qui varig entre 9
L et 16 dans 1’échantilld¢n

I | | | |
-1 0 1 2 3

Erreur estimée par validation croisée (%)
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Graphe des erreurs individuelles avec et sans VC

SamuelS
Interprétation : En moyenne, l’écart entre la vraie valeur et la prédiction est de sqrt(1.09) pour une variable (teneur en protéine (%)) qui varie entre 9 et 16 dans l’échantillon


Formule de « 1l’erreur quadratique

moyenne prédite » avec validation
cCrolsée

143

EQMP = 4—3 [y, — E(Y | X, X,;, y(i))]2
j=1

S1 Y est une variable binaire {0,1}, alors 1la
prédiction est la probabilité que Y=1 et 1’EQMP

correspond au Brier score (quli peut aussi étre défini
pour une variable catégorielle)

Noter que 1’on peut donner :

- la probabilité a posteriori de 1’EQMP plutdt gu’une
seule valeur, afin de se ramener a un cadre bayésien
- un EQMP « local » en fonction d’une covariable
d’intérét (transmitance, position spatiale, temps..)
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Formule de « l’erreur quadratique 
moyenne prédite » avec validation 
croisée :

SamuelS
Si Y est une variable binaire {0,1}, alors la prédiction est la probabilité que Y=1 et l’EQMP correspond au Brier score (qui peut aussi être défini pour une variable catégorielle)

Noter que l’on peut donner :
- la probabilité a posteriori de l’EQMP plutôt qu’une seule valeur, afin de se ramener à un cadre bayésien
- un EQMP « local » en fonction d’une covariable d’intérêt (transmitance, position spatiale, temps…)


Task 1: Recover the introduction of pathogen dynamics  Application - Xylella fastidiosa (Xf)

Goodness-of-fit

The Brier Score is computed as follows:

@ | the number of sampled hosts
@ Y, observed sanitary status

@ u(t;,x;) the solution of the model given ©

Median Mean  Cl (95%)
BS 0.0828 0.0828 [0.0827; 0.0829]

Candy ABBOUD Infer and Predict Invasive Species’ Dynamics 24 /40



Task 1: Recover the introduction of pathogen dynamics  Application - Xylella fastidiosa (Xf)

Goodness-of-fit

The local Brier Score (LBS) based on the k-NN satisfies:

. 1 Z 2 .
LBSk(l):k_—{-l (Y’i/—u(ti/7xi1)) ; 7,:1,"' ,I.
ileiuvk(’i)
Proportion of values larger than 0.25: 0.062
© -
©
>
2
g v
o~
o

T T T T 1
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8

Posterior mean of the local k—-NN Brier score

Candy ABBOUD Infer and Predict Invasive Species’ Dynamics 24 /40
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Principe
* Permet de comparer deux modeles M, et M,

* Rapport de probabilité des observations pour chacun des modeles

_ [yIM] _ [y [

512 = yI0g] T Lly) A7)

y[Mi] = [g[y|61][61]d6;
[y|Ma] = [g[y|62][02]db2

* Plus ce rapport est grand, plus les données sont en faveur
du modele 1

* Difficile a calculer en pratique mais des approximations existent



Principe

* Permet de comparer deux modeles M, et M,

* Rapport de probabilité des observations pour chacun des modeles

ly

M| [Mily] [Mi]

Bio =

ly

[v|M1] = [ ly|61][61]d6:
[y|Ma] = [o[y|62][6:]d6

M)~ [Myly]” [My)]

[v]0][0]
[v]

[y] = Jl.v | 01[01d0

Rappel: [0 |y] =

* Plus ce rapport est grand, plus les données sont en faveur

du modeéele 1

* Difficile a calculer en pratique mais des approximations existent
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Ré-écrivons le facteur de Bayes

_ _ (M, | yl[y] , o
B oL M\ g My Y] M,
Yy My M DYIDT - [M | y] [M
M, ]
(M, | y]
12 = 1 [M,] = [M,]
(M, | y]

Que dire selon la valeur du facteur de Bayes

(Kass and Raftery,

log10B12 B12 Strength of evidence
Oto1/2 11to 3.2 | Not worth more than a bare mention
1/2to1 | 3.2t0 10 Substantial
1to2 10to 100 Strong
> 2 > 100 Decisive

1995)
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Ré-écrivons le facteur de Bayes
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Que dire selon la valeur du facteur de Bayes (Kass and Raftery, 1995)
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Approximation par Importance Sampling
de [y|M] pour calculer le facteur de bayes

T
0] 0]
msi(y) = ) _[y|0:] Z
t—1 g(6:) 9(9)
ou les parametres sont simulées selon une
loi de proposition de densité g

1
msi () == ) [y16;]
t=1

ou les parametres sont simulées selon 1la
loi a priori

https://www.rocq.inria.fr/axis/COMPSTAT2010/TU-marin paper.pdf


SamuelS
où les paramètres sont simulées selon une
loi de proposition de densité g

SamuelS
où les paramètres sont simulées selon la
loi a priori

SamuelS
de [y|M] pour calculer le facteur de bayes

SamuelS
https://www.rocq.inria.fr/axis/COMPSTAT2010/TU-marin_paper.pdf
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L(éML)=[ y|éML ]
AIC=-2 I L(6,)+2 p
BIC=-2 t L(,,)+p In(n)

DIC=E{-2In L(6) }+p,

Ces criteres dépendent de la qualité d’ajustement du modele aux données
et de la complexité du modele

lls ont différentes origines et différentes significations

http://www.stat.columbia.edu/~gelman/research/published/waic_understand3.pdf
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http://www.stat.columbia.edu/~gelman/research/published/waic_understand3.pdf
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Akaike Information Criterion

e L'AIC est dérivé de la distance Kullback-Leibler

* |l mesure la perte d’information qui résulte de
I"utilisation d’'un modele pour estimer le processus a
I'origine des données

* Son calcul est basé sur I'estimation des parametres
par maximum de vraisemblance

AIC=-2 tn L(f,,)+2 p
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Bayesian Information Criterion

(Schwarz’ s criterion)

* Le BIC est dérivé d’'une approximation du facteur de Bayes

* Son calcul est basé sur une estimation des parametres par
maximum de vraisemblance

BIC=-2 m(L(4,))+p M(n)
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Deviance Information Criterion

e Calculé a partir des simulations MCMC
* Pas besoin de I'estimateur du maximum de vraisemblance

e Calcul intégré a WinBUGS
Dev(6) =-21n L(6)

DIC= E,[ Den(6)| y +{E,[ Dev(8) | y I Dev[ E, (6| y)
DIC=E|[Dev(8)|yl+ p,

Spiegelhalter et al. (2002)
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Exemple

Evaluation de trois modeles

Ml . Y = Q, + 0(1>(1 + & seulement SPAD
M2 . Y= 0{0 + 0[2X2 + &£ seulement INN

M,.Y=a,+aX +a,X,+&  spapetINN



Teneur en protéines des grains de blé vs. Transmitance et
INN pour 43 sites-années en France

Teneur en protéines des grains (%)
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Teneur en protéines (%)

Observation - Prédiction (%)
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AIC, BIC et DIC des trois modeles

DIC calculé avec 20000 itérations de WinBUGS

AIC, BIC et R? calculés avec des valeurs de parametres estimées avec gim de R

Mod¢le AlC BIC DIC R?
M, 149.22 152.74 149.41 0.11
M, 129.74 133.26 129.93 0.43
M, 129.82 135.10 130.11 0.46




Watanabe AIC (WAIC)

Sumio Watanabe

Tokyo Institute of Technology



lppd

lppd

log pointwise predictive density

log H Ppost (yz Z log/ P\Yi |9 Ppost (0)d9

1=1

computcd log pointwise predictive density

Zlog (S > p(yil6%) )

t=1
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Predictive distribution

P(y;|9;)

Posterior distribution |

-0 |D



lppd = log pointwise predictive density

log H Ppost (v:) Z log/ P\Yi ‘0 ppost(e)de

1=1

computcd log pointwise predictive density

= Zlog (Szp y;|6°) )

=1

lppd

Trop optimiste
Y. - Y, utilisées deux fois (estimation & prédiction)
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Méthode de Watanabe (2010) :

elppdyaic = Ippd — DPwaic

Pwaic — Z Val'post (log p(yzw))
1=1

ﬁwaic — Z V:qil (logp(yiws))
1=1

g _
Vsszlas — ﬁ ZS:]_(CLS _a)Q
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SamuelS
lppd

SamuelS
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elppd


WAIC = -2 e@dwaic N
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SamuelS
elppd
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Peut étre facilement calculé avec le R package loo



School Estimate (y;) Standard Error (o;)

A 28 15
B 8 10
C -3 16
D 7 11
E -1 9

F 1 11
G 18 10
H 12 18

yj ~ Normal(6;, o),
6; ~ Normal(u, ),
p(u, 1) 1,

j=1,...,8
j=1,...,8



library(rstan)

schools_data <- 1ist(
J =8,
y = c(28, 8, -3, 7, -1, 1, 18, 12),
sigma = c(15, 10, 16, 11, 9, 11, 10, 18)

),

fitl <- stan(
file = "school.stan", # Stan program
data = schools_data, # named list of data
chains = 4, # number of Markov chains
warmup = 1000, # number of warmup iterations per chain
iter = 2000, # total number of iterations per chain
cores = 2, # number of cores (could use one per chain)
refresh = @ # no progress shown
),

print(fitl, pars=c("theta", "mu", "tau", "lp__"), probs=c(.1,.5,.9))

library(loo)
log_lik_1<-extract_log_lik(fitl)
loo_1<-1loo(log_lik_1)

loo_1

waic_l<-waic(log_lik_1)

waic_1



' Inference for Stan model: school.
4 chains, each with 1ter=2000; warmup=1000; thin=1;
| post-warmup draws per chain=1000, total post-warmup draws=4000.

| mean se_mean sd 10% 50% 90% n_eff Rhat

'theta[1] 11.36 0.16 8.35 2.29 10.20 22.15 2651 1
'theta[2] 7.93 0.09 6.37 0.05 7.92 15.61 4619 1
theta[3] 6.09 ©0.13 7.71 -3.50 6.74 14.83 3378 1
theta[4] 7.66 0.10 6.58 -0.34 7.68 15.66 4164 1
'theta[5] 5.26 ©0.11 6.39 -3.10 5.74 12.82 3458 1
\theta[6] 6.22 0.10 6.72 -2.44 6.68 14.19 4248 1
‘theta[7] 10.73 0.12 6.86 2.73 10.13 19.68 3282 1
theta[8] 8.53 0.14 7.81 -0.41 8.23 17.91 3109 1
mu 7.88 ©0.11 5.18 1.41 7.78 14.32 2074 1
| tau 6.55 ©0.15 5.58 ©.87 5.20 13.75 1397 1
p__ -39.54  0.07 2.60 -43.01 -39.35 -36.38 1221 1



> waic_l<-waic(log_lik_1)
> waic_1

Computed from 4000 by 8 log-likelihood matrix

Estimate SE
elpd_waic -31.0 1.0
p_waic 1.4 0.3
waic 1.9 1.9

> loo_1

Computed from 4000 by 8 log-likelihood matrix

Estimate SE
elpd_loo -31.2 0.9
p_loo 1.6 0.3
looic 62.4 1.9



Task 1: Recover the introduction of pathogen dynamics  Application - Xylella fastidiosa (Xf)

Strategy

Estimate the date and the location of the introduction point and
the other parameters of the dynamics for different T’
Select T by minimizing: BIC, DICy, DICs and IC

Model 1 Estimation 1
Model 2 Estimation 2
Model Oh Epidemiological
Ob: d ph el Choice B
served phenomenon ° Concluslon

L L]
°

Model M Estimation M
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Task 1: Recover the introduction of pathogen dynamics  Application - Xylella fastidiosa (Xf)

Application: Selection of T

o Q O o Infected o Non-infected

Candy ABBOUD Infer and Predict Invasive Species’ Dynamics



Task 1: Recover the introduction of pathogen dynamics  Application - Xylella fastic

Application: Selection of T

5321 5008 -
5071 4 4978 -
(25006 54913
o o
4981 4 4888
4973 4880
4971 — T T 4878 1 T T
4.0 45 5.0 55 6.0 4.0 45 5.0 55 6.0
Temperature (°C) Temperature (°C)
5263
5199 4
5013 9 4949 -
Ouagas | 4
3 04884
4923 4 4859 +
4915 o 4851
T T T 4849 T T T T
4.0 45 5.0 55 6.0 4.0 45 5.0 55 6.0

Temperature (°C) Temperature (°C)

Infer and Predict Invasive

Candy ABBOUD



1. Introduction

2. Analyse de sensibilité

3. Vérification de la qualité des prédictions a posteriori
4. Validation croisée

5. Facteur de Bayes

6. Vraisemblance pénalisée et déviance

7. Combinaison de modeles

8. Conclusion



Les limites de la sélection

* Parfois, plusieurs modeles ont des performances tres
proches

* La sélection d’'un modele conduit a ignorer l'incertitude
dans la procédure de sélection

* La sélection peut conduire a sous-estimer l'incertitude
sur les valeurs des parametres



Bayesian Model Averaging (BMA)

%MJ)

laY

A=WA +WA +...+ WA,



Bayesian Model Averaging (BMA)

E(aly)- 2w,
=1

|=

N

A,

!

E(Aly:M,)

W=[M,|y]

/



Task 2: Investigate the application of BMA using PDE models

BMA Strategy

) o 8=/(8) 0

o
B

0 0 10 1 % o
——

0 0 102 % o
——
a

a

b ey 0 Byy=/(6y)) 0

Candy ABBOUD Infer and Predict Invasive



Task 2: Investigate the application of BMA using PDE models  Application — Xf

In & out-of-sample Predictions

Best prediction BestSd
[0,0.148] [0,0.02]
")
BMA prediction BMA Sd <
b 2
=
July 2015 April 2017 2
uly — Apri =
()
- Kernel smoothing
£ g bw: 15km
8 £
[0,0129] [0.001, 0. & =
= (3
S
Climatology Kernel smoothing %
bw: 15km -
£ .
@
)
o~
f-_‘: [0,0.166] -
S 10 0 10 20 30 40 km
|
[0.098, 0.098] [0,0.319] May 2017 - January 2019
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Task 2: Investigate the application of BMA using PDE models  Application — Xf

Root-mean-square error (RMSE)

o
o & BMA
e Best model
o O Climatology
g = X Kernel Smoothing
©
M-I
n o
=
T ©
g O 4
RS
<
o
o
[aY}
o
o
T T T T T
5 10 15 20 25
Bandwidth

RMSE curves showing the out-of-sample predictive behaviour of the BMA

compared to the best model, the climatology and the kernel smoothing.
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Utilisation de variables indicatrices

e Définition de variables aléatoires binaires indiquant si les
variables explicatives sont incluses ou non dans le modele

e Estimation des distributions a posteriori des variables
binaires avec les données

* La probabilité de chaque variable binaire indique si la
variable explicative correspondante a de bonne chance d’étre

incluse ou non



Y =ap+m Xag X X1+ 79 X as X Xog+¢€

| |

Ooul Ooul

A priori
7, ~ Bern(1/2)
7, ~ Bern(1/2)



% Node statistics

BE[X

3 node mean sd
pilnn 0.8525 0.3546

2> Node statistucs

MC error 2.5%
0.004002 00

median 97.5% start
10 10 10000

sample
20001

' node mean sd

niSpad 0.5825 0.4931

Kernel density

MC error 2.5%
0003945 00

median 97.5% start
1.0 1.0 10000

% Kernel density

sample
20001

pilnn sample: 20001

10
0751
05
0.25
00

piSpad sample: 20001




* Pas toujours possible de tester tous les modeles possibles

Ex : 20 variables explicatives = 1 048 576 modeéles linéaires

* On doit alors ... sélectionner un sous ensemble de modeles



1. Introduction

2. Analyse de sensibilité

3. Vérification de la qualité des prédictions a posteriori
4. Validation croisée

5. Facteur de Bayes

6. Vraisemblance pénalisée et déviance

7. Combinaison de modeéles

8. Conclusion

Texte
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Conclusion

* L'analyse de sensibilité permet d’étudier la robustesse des
résultats a certaines hypotheses du modele

* l'analyse prédictive a posteriori permet d’évaluer la

plausibilité du modele
Possibilité de donner la distribution a posteriori

de votre cr;pére d’évaluq;ion ﬁqvgri (ex.lBriQr score)
* Différents criteres peuvent étre utilisés pour sélectionner

un modele parmi plusieurs modeles candidats. Il est
recommandeé d’utiliser plusieurs criteres pour évaluer et
sélectionner des modeles.
associler
* || peut parfois étre intéressant de combiner plusieurs
modeles, plutdt que d’en utiliser un seul


SamuelS
Possibilité de donner la distribution a posteriori
de votre critère d’évaluation favori (ex. Brier score)

SamuelS
associer


